Teoria dei Sistemi e Controllo Ottimo e Adattativo (C. I.)

Teoria dei Sistemi (Mod. A)

Docente: Giacomo Baggio

Lez. 9: Punti di equilibrio, definizioni di stabilita, linearizzazione

Corso di Laurea Magistrale in Ingegneria Meccatronica

A.A. 2019-2020



concetto di sistema

richiami di

¥ algebra lineare
claSS|f|caZ|ohe e soluzioni e
rappresentazione .

di stato analisi modale

equilibri e

linearizzazione
raggiungibilita

stabilita <\J
e controllabilita

’
. \ 4
retroazione N %
A== === === :}._ ................ P e ] -
dallo stato

osservabilita e

stimatori sintesi del /@,
. . T _> _>
ricostruibilita dello stato regolatore -


iPad

iPad


equilibri e

linearizzazione

raggiungibilita . /
8 ... <+ stabilita
e controllabilita

-~ = =R =R=

A ]
) 4
. L} 4
r retroazione . o7
D e e e m e ———-—————— e e e EmE e mEE s m e — - ——-———— -
dallo stato R K
l 1
\4 \4

osservabilita e stimatori sintesi del S
ricostruibilita dello stato regolatore -

® noi siamo qui



In questa lezione

> Traiettorie di stato di un sistema

> Punti di equilibrio di un sistema (€on)e §enz3 ingressi)

> Stabilita semplice e asintotica di un equilibrio

[l> Linearizzazione di sistemi non Iineari]
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In questa lezione

> Traiettorie di stato di un sistema

> Punti di equilibrio di un sistema (con e senza ingressi)

> Stabilita semplice e asintotica di un equilibrio

> Linearizzazione di sistemi non lineari



Traiettorie di stato e ritratto di fase
now IJMLnRL xl

/ x(t) W

x(t) = f(x(t)), t e Ry (t.c.)

AN
x(t+1)=f(x(t), t € Zy (td.) f s x(T)

YRR

Traiettoria di stato del sistema relativa a c.i. x(0) = xo: {x(t) € R", t > 0}

Ritratto di fase del sistema = insieme delle traiettorie di stato Vx; € R”
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Traiettorie di stato e ritratto di fase di sistemi lineari 1D

x(t) = fx(t), t € Ry (t.c.)
x(t+1)=i(t), teZ, (td) {>0
(, <0
feR —<=y | >
1 T x X
Xq 0 d
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Traiettorie di stato e ritratto di fase di S|stem| I|ﬂear| 2D

mgdo A GL EL
e [f 8 W s Nopeer
x(t) = Fx(t), t € Ry (t.c.) .

x(t+1)=Fx(t), teZy (td)

F
Xo au“vv(.“ d. o )\1: e th
= e My,

F € R?*2, autovalori \;, A

lxi(t) = eftx (t.cﬂ

-

x(t) = Ftx (t.d.)
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Traiettorie di stato e ritratto di fase di sistemi lineari 2D

2o
/\1,/\2 ER, A1 >0> X
x(t) = Fx(t), t € Ry (t.c.) 4 X2
x(t+1)=Fx(t), teZy (td) \K
1

v

F € R?*2 autovalori A1, Ao ;1
X(t) = eFtXO (tC) / X
x(t) = Fixg  (td) ) / P\
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Traiettorie di stato e ritratto di fase di sistemi lineari 2D

A1, A2 € C (complessi coniugati)

x(t) = Fx(t), t € R, (tc)  Re[rq] >0 0 Re[A,,;] <O
0 woco
x(t+1)=Fx(t), teZy (td) i'(::hcﬁ;h alabife

2%2 : /23)
FeR autovalori A1, A >
, 1, A2 (-_7 Xt
x(t) = eftxo (t.c.) CS/

x(t) = Fxo  (td) L

Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 9 October 29, 2019 9 /29


iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad


Traiettorie di stato e ritratto di fase di sistemi lineari 2D

A1, A2 € C (complessi coniugati)
M) = F(t) R (te)  Re[Aa)=0 x

x(t+1)=Fx(t), t€Z, (td.) combro

2x2 autovalori ﬁa >
F € R%*2, autovalori A1, Ay &7 X1
x(t) =eftxy  (t.c)

x(t) = Ftx (t.d.)
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Traiettorie di stato e ritratto di fase di sistemi lineari 2D

F=21 A Ao €R A=A #0
x(t) = Fx(t), t € Ry (tc) M vsl=9y x A <O
A,20
x(t+1)=Fx(t), teZy (td)
F € R?*2, autovalori A1, \» >
X1
x(t) =eftxy  (t.c)
x(t) = Ftx (t.d.)
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Traiettorie di stato e ritratto di fase di sistemi lineari 2D

M A ER M =XM#A0 A<0

x(t) = Fx(t), t € Ry (t.c.) 9, 1 “X2/

x(t+1)=Fx(t), teZy (td)
Vq
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Traiettorie di stato e ritratto di fase di sistemi lineari 2D

)\1,)\2ER,P\l:OW)\Q:FO,,)\l:)\Q:O

x(t) = Fx(t), t € R, (t.c.) e M<d o ) v

\R p
x(t+1)=Fx(t), t€Z, (td) \ ,
\ X
F € R?*?, autovalori A1, Ao \,&
() = efxy (t.c) ‘ \\\iQ\
x(t) = F'xo (t.d.) r !
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Traiettorie di stato e ritratto di fase di sistemi Iineari 2D

)\]_,)\QER A =00X =0, )\1—)\2—0
x(t) = Fx(t), t e Ry (t.c.) 9.=V,=2 F=x0 31° 1

2%

%
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x(t+1)=Fx(t), teZy (td)

A\

F € R?*2, autovalori A1, \»
x(t) =eftxy  (t.c)

x(t) = Ftx (t.d.)
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Traiettorie di stato e ritratto di fase di sistemi lineari nD

F € R™", autovalori Ay, Ao, ..., A,

x(t) = Fx(t), t e Ry (t.c.) x(t) = eFtx

x(t+1)=Fx(t), teZy (td) x(t) = F'xo

Fatto generale: Una traiettoria x(t) giace su una retta passante per |'origine se e
solo se xg € R" & autovettore di F relativo ad un autovalore reale.

x, shwbn rdabive a %A EFEX,T CMX,
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In questa lezione

> Traiettorie di stato di un sistema

> Punti di equilibrio di un sistema (con e senza ingressi)

> Stabilita semplice e asintotica di un equilibrio

> Linearizzazione di sistemi non lineari



Punti di e(LUIth’IO ,

.><\

x(t) = f( (t), teR,  (tc)

X‘l
x(t+1)=1f(x(t)), t€Z;s (td)
PM/V\LU ['1"00
Definizione: x € R"” e detto punto di equilibrio del sistema se preso xg = X,
x(t)=x, Vt>0.
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Punti di equilibrio

x(t) = f(x(t)), t € Ry (t.c.) X equilibrio <= f(x) =0

x(t+1)=1f(x(t)), t€Z;s (td) X equilibrio <= x = f(x)

Definizione: x € R" e detto punto di equilibrio del sistema se preso x; = X,

x(t)=x, Vt>0.
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Punti di equilibrio
x(t) = f(x(t)), t € Ry (t.c.) X equilibrio <= f(x) =0
x(t+1)=1f(x(t)), t€Z;s (td) X equilibrio <= x = f(x)

Definizione: x € R" e detto punto di equilibrio del sistema se preso x; = X,

x(t)=x, Vt>0.

Caso lineare: X equilibrio — X € ker F
. X eq x € ker(F — 1) (td) X
IMC-TdS-1920: Lez. 9 October 29, 2019 14 / 29
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2. x=x241 —> X 1120 — No EQ

£

{\v\_ —-
. -1 0 N o
k=g olx = Fx=0 => X o]

i INFINITI EG.
21 ¢ o X4~ 0 iz[o]/"ﬁlz
X3 _0 0<0 oL
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Punti di equilibrio: esempi

1. x =x(1—x)
2. x=x+1

3. x = __01 g_x
4, x = __01 gx

Giacomo Baggio

—

due equilibri: x =0,1
nessun equilibrio

unico equilibrio: X = [

infiniti equilibri: x = [0 ,
a_
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Punti di equilibrio in presenza di ingressi

x(t) = f(x(t),u(t)), t € Ry (t.c.)

x(t+1) = f(x(t), u(t)), t € Z, (t.d.)

u(t) costante, u(t) =u, Vt >0

f(x,u)=0 (t.c.)
X equilibrio <~

X = f(x,0) (td.)
Giacomo Baggio
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Punti di equilibrio in presenza di ingressi

x(t) = f(x(t),u(t)), t € Ry (t.c.)

x(t+1) = f(x(t), u(t)), t € Z, (t.d.)

u(t) costante, u(t) =1u, Vt >0

F
caso lineare /

f(x,u) =0 Fx=-Go (t.c))

X equilibrio <~
x = f(x,0) (F—NHx=—Gu (t.d.)
L %= FR1Gi
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Punti di equilibrio in presenza di ingressi: esempi

1.x=10, 0#0 ——> =0 No EQ.
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Punti di equilibrio in presenza di ingressi: esempi

, u#0 - nessun equilibrio

) 0 0 0f _ e e = o
2. x = [0 _11 X + L] u = infiniti equilibri x = l[’ ,aeR
nessun equilibrio se o > %
t+1)=x(t 1
3.0 ) 22( _ = un equilibrio X = l%] se = %
x(t+1)=x7(t)+ 1 2
14140
due equilibri x = [11 21_44 se U < %
2
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In questa lezione

> Traiettorie di stato di un sistema

> Punti di equilibrio di un sistema (con e senza ingressi)

> Stabilita semplice e asintotica di un equilibrio

> Linearizzazione di sistemi non lineari



Stabilitd semplice (s Ly~purov)

Definizione: Un punto di equilibrio X € R" & detto semplicemente stabile se Ve > 0,
30 > 0 tale che

Ixo — X|| <0 = ||x(t) —X|| <e, Vt>O0.
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Stabilita asintotica

Definizione: Un punto di equilibrio X € R" & detto asintoticamente stabile se:

1. x & semplicemente stabile e

2. lim;_o0 x(t) = X per ogni xo € R" “sufficientemente vicino” a .

% BACING DI ATTRAZ(gNE
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Stabilita semplice e asintotica: osservazioni

1. La definizioni di stabilita semplice/asintotica hanno carattere locale. Se le con-
dizioni valgono per ogni xo € R" allora si ha stabilita semplice/asintotica globale.
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Stabilita semplice e asintotica: osservazioni

1. La definizioni di stabilita semplice/asintotica hanno carattere locale. Se le con-
dizioni valgono per ogni xo € R" allora si ha stabilita semplice/asintotica globale.

2. Per sistemi lineari si puo parlare di stabilita del sistema invece che del punto di
equilibrio. Infatti, con un cambio di variabile, si puo portare I'equilibrio in X = 0.

v=Fx X470 2= x-x z=0

[_,7 X‘-Z“‘;
L) if F(E"'i)—'FZ
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Stabilita semplice e asintotica: osservazioni

1. La definizioni di stabilita semplice/asintotica hanno carattere locale. Se le con-
dizioni valgono per ogni xo € R" allora si ha stabilita semplice/asintotica globale.

2. Per sistemi lineari si puo parlare di stabilita del sistema invece che del punto di
equilibrio. Infatti, con un cambio di variabile, si puo portare I'equilibrio in X = 0.

Re[3i] <o
3. Per sistemi lineari stabilita locale = stabilita globale. Inoltre: 7 c
13}
. Ft limitata (tc) Mo
stabilitd semplice <« ¢ M
P Ft limitata (t.d.)
St
s eft convergente  (t.c.) P
stabilita asintotica < ¢
F* convergente (t.d)  |Ai[<A
’\_—_4
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In questa lezione

> Traiettorie di stato di un sistema

> Punti di equilibrio di un sistema (con e senza ingressi)

> Stabilita semplice e asintotica di un equilibrio

> Linearizzazione di sistemi non lineari



Linearizzazione attorno ad un equilibrio
o me.

x=f(x), teRy sistema scalare, X € R punto di equilibrio
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio

x="f(x), te Ry sistema scalare, x € R punto di equilibrio
Svixupfa h TG‘L},&/’L U\H'M’ X b ; :
f(x)=f(x)+ dd—xf(i)(x —X) 1£f()?)(x —X)2 4~ f(X) if()?)(x —X)
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio

x=f(x), teRy sistema scalare, X € R punto di equilibrio

Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 9 October 29, 2019 23 /29


iPad

iPad


Linearizzazione attorno ad un equilibrio

fi(x)
x=f(x)=1] : |, teRy sistema n-dim., x € R" punto di equilibrio
fa(x)
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio

f(x)
x=f(x)=1| : |, teR, sistema n-dim., x € R" punto di equilibrio
fn(X) Jacobiano di f valutato in x
O0fi(x)  Of(x) ofi(x)
Ox1 Oxo OXn
Oh(x)  Oh(x) oh(x)
F(x) = F(R)+ J(R)x =)+, Je(x)=| 7 o2 o
Bfn.(x) Bfn.(x) Ofn.(x)
Ox1 Oxo Oxn
Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 9 October 29, 2019
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio

h(x)
x=f(x)=1] : |, teRy sistema n-dim., x € R" punto di equilibrio
fn(X) Jacobiano di f valutato in x
ohi(x)  9h(x) 9h(x)
6X1 8X2 8Xn
oh(x)  9h(x) 9h(x)
F(x) = F(R) + Je(R)x =)+ ..., ()= | 7 2 O
0 f,,.(x) 0 f,,.(x) 0 f,,.(x)
6X1 (9X2 8Xn

Sistema linearizzato attorno a x: F
e

7=J(X)z, z=x—X
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio: esempi

I
Il

1. x =sinx 0
T

I
Il

2. x=ax3, a€eR, x=0

3 ).(]_ = —Xp + X]_X22 )_(1 .
) ).(2 =Xx1 + X25
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio: esempi

X=X

) . x=0
1. x =sinx _ - , A
X=m z=—-z,z=x—T
- x=0

2. x=ax3?, acR x=0

NI L

3 X = =Xy + x1%5 X1
).(2 =Xx1 + X25
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Punti di equilibrio in presenza di ingressi: esempi a»

T - v I
{]Xa' = )(Z
%: Xitw | X eXeew=0 XM 12 1-4u
\ 1 2
1) 1-4% <0 = No EQ
— 2]
2) 1-44.=9 = 1 EQ. X= |4, |
- ] )‘am‘ - ’;(J"
N1 4% >0 = T EQR. X = | ' S ISR
;o B [ ¥4
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Stabilita asintotica @

1. & semplicemente stabile e

2. lime_o0 x(t) = X per ogni x € R" “sufficientemente vicino” a .

7

Definizione: Un punto di equilibrio X € R” & detto asintoticamente stabile se:
z I

0 (x(t)] 21
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio: esempi .-

1) y3simy 1 x:0
2 x, =T
_J :

Svilu??u 4 TM}M N/{/\_ara.“‘ﬂ

7,8

'{(' .

SImX: Sim X ¢ CoSX (x~i) 10

%= X
J

r= x- 1

2] 1< -2
P
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X T X3

2)

3)

(.)'(1= ')(1.* x‘lx')L

x=0

¥, = x v xt

\x
W
%
A A\
o.
=<
A 3
X
~
R N
hw!
\
]
.
1
~N
~ 4
s
Q
L
1
1<
»
P
\] 7
Y
= f v {u_ ﬁw
A (3 WFa N
r0 o~ Y
—] X | x
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le
—
1%
—
-
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