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Nella scorsa lezione

> Soluzioni di sistemi lineari autonomi a t.c.

FEo T BN
k=0

> Esponenziale di matrice

> Calcolo dell’esponenziale di matrice: metodo diretto



In questa lezione

> Analisi modale ed evoluzione libera di un sistema lineare a t.c.

> Evoluzione complessiva di un sistema lineare a t.c.

> Equivalenza algebrica e matrice di trasferimento



Soluzioni di un sistema lineare autonomo?

ut) — Zx(t)—> x(t)

Caso vettoriale  x(t) = y(t) € R"

x(t) = Fx(t), x(0) = xo

x(t) = eftxg
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Ft9

Come calcolare et

Calcolare eft, F € R"™"

Trovare una matrice T € R"™" tale che T"'FT = F, !
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Calcolo di et tramite Jordan

1 E

A1 0 .- 0] ehit  telit t2—2e“ (f’;”_l)!eAft
)\: 0 e/\,-t te’\’t :

4. _j)w.: ; PO P e Riixri = enijt — : %e’\"t

. . . . 1 te/\/t

(0 - . 0 A 0 .. .0 e

£t Et — -1
¢, =Te? |
Nt Mt ettt &Nt — modi elementari del sistema

G. Baggio Lez. 9: Modi, risposta libera e forzata (t.c.) 14 Marzo 2022



Modi elementari: osservazioni

tI’,J—].
, tet, —et, L., —m—
© (r; — 1)I°

Ait Ait

= modi elementari del sistema
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Modi elementari: osservazioni

2 rij—1
) Loy t )
eA,t’ te)\,t, _e/\,t e)\,t

> o ( 1) = modi elementari del sistema
I’,'j — !

1. Numero di modi distinti associati a A; = dim. del pit grande miniblocco di Jj,
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Modi elementari: osservazioni

2 rij—1
) Loy t )
eA,t’ te)\,t, _e/\,t e)\,t

> o ( 1) = modi elementari del sistema
I’,'j — !

1. Numero di modi distinti associati a A; = dim. del pit grande miniblocco di Jj,

2. F diagonalizzabile = modi elementari = e"* (esponenziali puri)

G. Baggio Lez. 9: Modi, risposta libera e forzata (t.c.) 14 Marzo 2022



Modi elementari: osservazioni

2 rij—1
) Loy t )
eA,t’ te)\,t, _e/\,t e)\,t

> o ( 1) = modi elementari del sistema
I’,'j — !

1. Numero di modi distinti associati a A; = dim. del pit grande miniblocco di Jj,
2. F diagonalizzabile = modi elementari = e"* (esponenziali puri)

3. )\ € C autovalore = )\ autovalore = modi reali tke?t cos(wt), t*e* sin(wt)
L b
04w g - (W
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Evoluzione libera

= Fx(t) +%, x(0) = xo
y(t) = Hx(t) + Jutt)

|
y(t) = yi(t) = HeM'xy = th Aty

= combinazione lineare di vettori contenenti
i modi elementari!
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Carattere dei modi elementari
[—7 0‘(-ffw;

A € C: thiehtt = thigloitivnt — thigoit(cos(w;t) + isin(w;t))

erltC_oS(W{t

~—~
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Carattere dei modi elementari

A € C: thieMt = thieloitiolt — thigoit(cog(w;t) + isin(w;t))
t Cv( t

~
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~
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~
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~
~
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Carattere dei modi elementari

A € C: thiehtt = thigloitivnt — thigoit(cos(w;t) + isin(w;t))

Y
Q

limitato o divergente

Y
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Comportamento asintotico

F € R™" con autovalori {\;}X,
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Comportamento asintotico

F € R™" con autovalori {\;}X,

fm“t ’LULQQ
[

R[N] < 0,Vi = N0 — y(t) = Heflxg 2250 Wi, H
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Comportamento asintotico

F € R™" con autovalori {\;}X,

R[] < 0,Vi = N0 — y(t) = Heftxg 2% 0

%[)\,] < O, Vi e

= Ft |5mn; _ Ft .. H x
v = g se R[\] = 0 e’ limitata = y(t) = He""xp limitata Vi x,
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Comportamento asintotico

F € R™" con autovalori {\;}X,

R[] < 0,Vi = N0 — y(t) = Heftxg 2% 0

v — g se R[\] = 0 — e't limitata = y(t) = He"'xp limitata
J\; tale che R[\;] >0

<~ Ft imi — Ft ?
oR\]=0ev > g e"* non limitata = y(t) = He"'x ™

T
diptnde da

H, xo
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In questa lezione

> Analisi modale ed evoluzione libera di un sistema lineare a t.c.

> Evoluzione complessiva di un sistema lineare a t.c.

> Equivalenza algebrica e matrice di trasferimento



Evoluzione complessiva (libera + forzata)
x(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0)=xo

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

Ao UTMpPTN 2 (o i‘u%'* QH(LH(
l

x(t) = xo(t) + x¢ (1), x(t) = eftxq, xe(t) 77

y(t) = ye(t) + yr(t), ve(t) = Heftxg, ye(t) 77
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Evoluzione complessiva (libera + forzata)

x(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0)=xo

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

t
x(t) = efxg +/0 eFt=1 Gu(r)dr

=xy(t) ~

=x¢(t)
t
y(t) = HeFtxo + / [HeFE=D G 1 J5(t — 7)]u(r) dr
~— 0
=ye(t) N g

=yr(t)

w(t) = He G + Ji(t) = risposta impulsiva
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Evoluzione complessiva con Laplace

sX(s) — xo = FX(s) + GU(s)

o

V(s) 2 L[v(t)] = /O T u(t)etdt
Y (s) = HX(s) + JU(s)
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Evoluzione complessiva con Laplace

sX(s) — xo = FX(s) + GU(s)

o

V(s) 2 L[v(t)] = /0 T u(t)etdt
Y (s) = HX(s) + JU(s)

X(s) = (sl - F)_1XQ+gsl — F)_lGU(sz

=Xq(s) =Xr(s)

Y(s) = H(sl — F)"'xo + [H(sl — F)7 G + J]U(s)

—Yi(s) ~Vi(s)
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Equivalenze dominio temporale/Laplace

1. W(s) = L[w(t)] = H(sl — F)™'G + J = matrice di trasferimento

2. L[e] = (sl — F)~! = metodo alternativo per calcolare eft !
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In questa lezione

> Analisi modale ed evoluzione libera di un sistema lineare a t.c.

> Evoluzione complessiva di un sistema lineare a t.c.

> Equivalenza algebrica e matrice di trasferimento



Equivalenza algebrica

x(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0)=xo

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

Sia z 2 T~ !x dove T € R™" rappresenta una matrice di cambio di base
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Equivalenza algebrica

x(t) = Fx(t) 4+ Gu(t), x(0) = xo

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

Sia z2 T 1x dove T € R"™ " rappresenta una matrice di cambio di base

Equazioni del sistema espresse nella nuova base?
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Equivalenza algebrica

z(t) = T FTz(t) + T 1Gu(t), z(0)= T 1x

y(t) = HTz(t) + Ju(t)
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Equivalenza algebrica

z(t)= TFTz(t) + T *Gu(t), z(0)=T'x
y(t) = HTz(t) + Ju(t)

(F. G H J) =% (F = TYFT, G = TG, H' = HT, J' = J)
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Equivalenza algebrica

z(t) = T FTz(t) + T1Gu(t), z(0)= T 1x
y(t) = HTz(t) + Ju(t)
(F, G, H, J) =T, (FF=T7FT,G =T71'G, H=HT,J =)

Matrice di trasferimento nella nuova base?
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Equivalenza algebrica

z(t) = T FTz(t) + T1Gu(t), z(0)= T 1x
y(t) = HTz(t) + Ju(t)
(F, G, H, J) =T (FF=T7FT,G=T71G H =HT, J =)
Matrice di trasferimento nella nuova base?

W/(s) = H'(sl — F))1G' + J' = H(sl — F)"1G + J = W(s) !!
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Poli della matrice di trasferimento

W
/vf

Wii(s) -+ Win(s)
W(s) = H(sl — F)~'G +J L| ;
s ™ Wehlrfge3 UMl o Vo)

) Lt(ST-F) — polimowio & "
Wu(s)zN”(S) o razion o

= funzioni razionali proprie (deg D;;(s) > deg N;(s))
Dj(s)

N.B. p € C & un polo di W(s) se p € C & un polo di almeno un Wj(s)
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Poli della matrice di trasferimento

Wll(S) cee Wlm(S)
W(s)=H(sl — F)1G+ J = : :
Wei(s) - Wpm(s)
W;(s) = gZEz; = funzioni razionali proprie (deg D;;(s) > deg Nj;(s))

N.B. p € C & un polo di W(s) se p € C & un polo di almeno un Wj(s)

_1_ adj(sl = F)
(sT=F)™ = det(s/ — F)

—> {poli W(s)} C {autovalori F}

Vv
AF(S) = def (SI’F) = POX C&MH‘W/)Hca U F
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3. )\ € C autovalore = ) autovalore = modi reali t<e”t cos(wt), tke?tsin(wt)

Modi elementari: osservazioni

2 -1
Nt teNt, —eMt . —— Nt = modi elementari del sistema
2 (ry — 1)1

1. Numero di modi distinti associati a A; = dim. del pit grande miniblocco di Jy,

2. F diagonalizzabile = modi elementari = e* (esponenziali puri)
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Evoluzione complessiva (libera + forzata)

K(t) = Fx(t) + Gu(t).  x(0) = x
(£) = Hx(t) + Ju(t) .
A (x({): Fx(t)+ Gu(t)
x(t) = x(t) + x¢(2), x(t) = eftx, x¢(t) 7? (
o s s 4 ()= Hxlt) + Jault)
J 7/ J \

x(t) = Fx(1) 1 Gu(T)

/

~

AT et § v/
(tci [ —Ft f‘ﬁ Fr
| = (e " x(T)dt =\ e Cafr) dT
Jydtt - ). -
o ke
e x(£)- ¢ x(o)- \] e Gu(T)dT
N b \
e () = [x@) 1 | e Gafr) dT)
A N .
¢ Pt ol
R T
x(t)= e x, * e Gu(dT — Fomube & Logumge
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Xp (k) X¢(t)
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Evoluzione complessiva con Laplace
Livig] = s [v{t)] - v(9)
] |
- = s \/(5\ ~\/(o)
r a _
éy(a: Fx () + Gu(t) 2 . Lxv)= FLxM] + GZLult]]
[y(6) = Hx(t) «Jult) Z[y®)]=HL[xb]+ T Z[u(Y
sX(s)-x, = F X(s) + GU()
Y(s)= HX(s) + 7 Uls)
| X(s) = (%T 'F)”ixo + (sT-F) AGU(IS)
o Y(S)= H(sI-F) 'x, + H[sT-F) G U(s)s
X, (s) KEs) )

— /_\/k/_‘ +;‘U(5)
X (s)= (sI- F) x, + (sI-F) GU[g)

Y(s): H(sT-F) "%, v [H(T-F)'Gr I] U(s)
\—’—\,-/\—/\_/V\\___/

Yo (s) Yi(s) = W(s) U(s)
W(s)= H(sI-F) G+] = wa

= ’w\m}m’u QL 1-%{?)(4.%?/\/\‘\0

Xo(s) = (sT-F) " x, = L] x (4] = i_f’%xo =7 fF%:x@







Equivalenza algebrica

x(t) = Fx(t) + Gu(t),  x(0) =xo

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

Sia z2 T !x dove T € R™*" rappresenta una matrice di cambio di

Equazioni del sistema espresse nella nuova base?

base

W= Ex(07 Gul)  2-Tx ) Tafe F T2t Guls
yt)= Hx(t) * Ju(t) (k)= BT2(t)t Jult)
> j) 2(E)=TFT2(t) + T Gult)
z —
U(‘L’) = H Z(t’) + ju({’)
=T b

1) = (T7FT, TG, 1, j)

/)’;/\W (NQ,?LLJL/;CO\M/\-LM\{ ngAVLA'VﬂK‘Q/\ALe (0N Z




Equivalenza algebrica

2(t) = TFTz(t) + T1Gu(t), z(0)=T 'x

y(t) = HTz(t) + Ju(t)

(F, G, H, J) =5 (FF = T-FT, G' = TG, H' = HT, J/ = J)

aaaaaaa

H(sT-F') G ]

UT(sT=T7FT)" T7G * ]

\
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HX P (sT-F) T PG+ T

| — (= \

H(sT-F)'G*J = W(s)
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