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noi siamo qui

concetto di sistema

sistemi in
spazio di stato

equilibri e
linearizzazione

soluzioni e
analisi modale

stabilità
(cenni)

raggiungibilità
e controllabilità

retroazione
dallo stato

osservabilità e
ricostruibilità

stimatori
dello stato

sintesi del
regolatore



Nella scorsa lezione

Û Soluzioni di sistemi lineari autonomi a t.c.

Û Esponenziale di matrice

Û Calcolo dell’esponenziale di matrice: metodo diretto

eft É FEI



In questa lezione

Û Analisi modale ed evoluzione libera di un sistema lineare a t.c.

Û Evoluzione complessiva di un sistema lineare a t.c.

Û Equivalenza algebrica e matrice di trasferimento



Soluzioni di un sistema lineare autonomo?

����u(t) x(t)
x(t)

Caso vettoriale x(t) = y(t) œ Rn

ẋ(t) = Fx(t), x(0) = x0

x(t) = e
Ft

x0
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Come calcolare eFt?

Calcolare e
Ft

, F œ Rn◊n

Trovare una matrice T œ Rn◊n
tale che T

≠1
FT = FJ !!
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Calcolo di eFt tramite Jordan

1. F = TFJT
≠1

=∆ e
Ft

= Te
FJ T ≠1

2. FJ =

S

WWWWWU

J⁄1 0 · · · 0

0 J⁄2
. . .

...

...
. . .

. . . 0

0 · · · 0 J⁄k

T

XXXXXV
=∆ e

FJ t
=

S

WWWWWU

e
J⁄1 t

0 · · · 0

0 e
J⁄2 t . . .

...

...
. . .

. . . 0

0 · · · 0 e
J⁄k t

T

XXXXXV

3. J⁄i =

S

WWWWWU

J⁄i ,1 0 · · · 0

0 J⁄i ,2
. . .

...

...
. . .

. . . 0

0 · · · 0 J⁄i ,gi

T

XXXXXV
=∆ e

J⁄i t =

S

WWWWWU

e
J⁄i ,1t

0 · · · 0

0 e
J⁄i ,2t . . .

...

...
. . .

. . . 0

0 · · · 0 e
J⁄i ,gi t

T

XXXXXV
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Calcolo di eFt tramite Jordan

4. J⁄i ,j =

S

WWWWWWWWU

⁄i 1 0 · · · 0

0 ⁄i 1
. . .

...

...
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . 1

0 · · · · · · 0 ⁄i

T

XXXXXXXXV

œ Rrij ◊rij ∆ e
J⁄i ,j t =

S

WWWWWWWWWU

e
⁄i t te

⁄i t t2

2 e
⁄i t · · · trij ≠1

(rij ≠1)!e
⁄i t

0 e
⁄i t te

⁄i t . . .
...

...
. . .

. . .
. . . t2

2 e
⁄i t

...
. . .

. . .
. . . te

⁄i t

0 · · · · · · 0 e
⁄i t

T

XXXXXXXXXV

e
⁄i t , te

⁄i t ,
t

2

2
e

⁄i t , . . . ,
t

rij ≠1

(rij ≠ 1)!
e

⁄i t = modi elementari del sistema
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Modi elementari: osservazioni

note

e
⁄i t , te

⁄i t ,
t

2

2
e

⁄i t , . . . ,
t

rij ≠1

(rij ≠ 1)!
e

⁄i t = modi elementari del sistema
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Modi elementari: osservazioni

note

e
⁄i t , te

⁄i t ,
t

2

2
e

⁄i t , . . . ,
t

rij ≠1

(rij ≠ 1)!
e

⁄i t = modi elementari del sistema

1. Numero di modi distinti associati a ⁄i = dim. del più grande miniblocco di J⁄i
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Modi elementari: osservazioni

note

e
⁄i t , te

⁄i t ,
t

2

2
e

⁄i t , . . . ,
t

rij ≠1

(rij ≠ 1)!
e

⁄i t = modi elementari del sistema

1. Numero di modi distinti associati a ⁄i = dim. del più grande miniblocco di J⁄i

2. F diagonalizzabile =∆ modi elementari = e
⁄i t (esponenziali puri)
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Modi elementari: osservazioni

note

e
⁄i t , te

⁄i t ,
t

2

2
e

⁄i t , . . . ,
t

rij ≠1

(rij ≠ 1)!
e

⁄i t = modi elementari del sistema

1. Numero di modi distinti associati a ⁄i = dim. del più grande miniblocco di J⁄i

2. F diagonalizzabile =∆ modi elementari = e
⁄i t (esponenziali puri)

3. ⁄ œ C autovalore ∆ ⁄̄ autovalore ∆ modi reali t
k
e

‡t
cos(Êt), t

k
e

‡t
sin(Êt)
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Evoluzione libera

ẋ(t) = Fx(t) +����
Gu(t), x(0) = x0

y(t) = Hx(t) +���
Ju(t)

y(t) = y¸(t) = He
Ft

x0 =
ÿ

i ,j
t

j
e

⁄i tvij

= combinazione lineare di vettori contenenti

i modi elementari!
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Carattere dei modi elementari

⁄i œ C : t
ki e

⁄i t = t
ki e

(‡i +iÊi )t = t
ki e

‡i t(cos(Êit) + i sin(Êit))

Ê

‡
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Carattere dei modi elementari

⁄i œ C : t
ki e

⁄i t = t
ki e

(‡i +iÊi )t = t
ki e

‡i t(cos(Êit) + i sin(Êit))

Ê

‡
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Carattere dei modi elementari

⁄i œ C : t
ki e

⁄i t = t
ki e

(‡i +iÊi )t = t
ki e

‡i t(cos(Êit) + i sin(Êit))

Ê

‡
co

nve
rg

en
te

dive
rg

en
te

limitato o divergente
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Comportamento asintotico

F œ Rn◊n
con autovalori {⁄i}k

i=1
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Comportamento asintotico

F œ Rn◊n
con autovalori {⁄i}k

i=1

Ÿ[⁄i ] < 0, ’i ≈∆ e
Ft tæŒ≠≠≠æ 0 =∆ y(t) = He

Ft
x0

tæŒ≠≠≠æ 0
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Comportamento asintotico

F œ Rn◊n
con autovalori {⁄i}k

i=1

Ÿ[⁄i ] < 0, ’i ≈∆ e
Ft tæŒ≠≠≠æ 0 =∆ y(t) = He

Ft
x0

tæŒ≠≠≠æ 0

Ÿ[⁄i ] Æ 0, ’i e

‹i = gi se Ÿ[⁄i ] = 0
≈∆ e

Ft
limitata ∆ y(t) = He

Ft
x0 limitata
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Comportamento asintotico

F œ Rn◊n
con autovalori {⁄i}k

i=1

Ÿ[⁄i ] < 0, ’i ≈∆ e
Ft tæŒ≠≠≠æ 0 =∆ y(t) = He

Ft
x0

tæŒ≠≠≠æ 0

Ÿ[⁄i ] Æ 0, ’i e

‹i = gi se Ÿ[⁄i ] = 0
≈∆ e

Ft
limitata ∆ y(t) = He

Ft
x0 limitata

÷ ⁄i tale che Ÿ[⁄i ] > 0

o Ÿ[⁄i ] = 0 e ‹i > gi
≈∆ e

Ft
non limitata ∆ y(t) = He

Ft
x0 ?
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In questa lezione

Û Analisi modale ed evoluzione libera di un sistema lineare a t.c.

Û Evoluzione complessiva di un sistema lineare a t.c.

Û Equivalenza algebrica e matrice di trasferimento



Evoluzione complessiva (libera + forzata)

note

ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = x0

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

x(t) = x¸(t) + xf (t), x¸(t) = e
Ft

x0, xf (t) ??

y(t) = y¸(t) + yf (t), y¸(t) = He
Ft

x0, yf (t) ??
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Evoluzione complessiva (libera + forzata)
ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = x0

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

x(t) = e
Ft

x0¸ ˚˙ ˝
=x¸(t)

+

⁄ t

0
e

F (t≠·)
Gu(·) d·

¸ ˚˙ ˝
=xf (t)

y(t) = He
Ft

x0¸ ˚˙ ˝
=y¸(t)

+

⁄ t

0
[He

F (t≠·)
G + J”(t ≠ ·)]u(·) d·

¸ ˚˙ ˝
=yf (t)

w(t) = He
Ft

G + J”(t) = risposta impulsiva
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Evoluzione complessiva con Laplace

note

sX (s) ≠ x0 = FX (s) + GU(s)

Y (s) = HX (s) + JU(s)

V (s) , L[v(t)] =

⁄ Œ

0≠
v(t)e

≠st
dt
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Evoluzione complessiva con Laplace

note

sX (s) ≠ x0 = FX (s) + GU(s)

Y (s) = HX (s) + JU(s)

V (s) , L[v(t)] =

⁄ Œ

0≠
v(t)e

≠st
dt

X (s) = (sI ≠ F )
≠1

x0¸ ˚˙ ˝
=X¸(s)

+ (sI ≠ F )
≠1

GU(s)
¸ ˚˙ ˝

=Xf (s)

Y (s) = H(sI ≠ F )
≠1

x0¸ ˚˙ ˝
=Y¸(s)

+ [H(sI ≠ F )
≠1

G + J ]U(s)
¸ ˚˙ ˝

=Yf (s)
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Equivalenze dominio temporale/Laplace

1. W (s) = L[w(t)] = H(sI ≠ F )
≠1

G + J = matrice di trasferimento

2. L[e
Ft

] = (sI ≠ F )
≠1

= metodo alternativo per calcolare e
Ft

!!
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In questa lezione

Û Analisi modale ed evoluzione libera di un sistema lineare a t.c.

Û Evoluzione complessiva di un sistema lineare a t.c.

Û Equivalenza algebrica e matrice di trasferimento



Equivalenza algebrica

ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = x0

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

Sia z , T
≠1

x dove T œ Rn◊n
rappresenta una matrice di cambio di base
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Equivalenza algebrica

ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = x0

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

Sia z , T
≠1

x dove T œ Rn◊n
rappresenta una matrice di cambio di base

note

Equazioni del sistema espresse nella nuova base?
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Equivalenza algebrica

ż(t) = T
≠1

FTz(t) + T
≠1

Gu(t), z(0) = T
≠1

x0

y(t) = HTz(t) + Ju(t)
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Equivalenza algebrica

ż(t) = T
≠1

FTz(t) + T
≠1

Gu(t), z(0) = T
≠1

x0

y(t) = HTz(t) + Ju(t)

(F , G , H , J)
z=T ≠1x≠≠≠≠≠æ (F

Õ
= T

≠1
FT , G

Õ
= T

≠1
G , H

Õ
= HT , J

Õ
= J)
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Equivalenza algebrica

ż(t) = T
≠1

FTz(t) + T
≠1

Gu(t), z(0) = T
≠1

x0

y(t) = HTz(t) + Ju(t)

(F , G , H , J)
z=T ≠1x≠≠≠≠≠æ (F

Õ
= T

≠1
FT , G

Õ
= T

≠1
G , H

Õ
= HT , J

Õ
= J)

note

Matrice di trasferimento nella nuova base?
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Equivalenza algebrica

ż(t) = T
≠1

FTz(t) + T
≠1

Gu(t), z(0) = T
≠1

x0

y(t) = HTz(t) + Ju(t)

(F , G , H , J)
z=T ≠1x≠≠≠≠≠æ (F

Õ
= T

≠1
FT , G

Õ
= T

≠1
G , H

Õ
= HT , J

Õ
= J)

note

Matrice di trasferimento nella nuova base?

W
Õ
(s) = H

Õ
(sI ≠ F

Õ
)

≠1
G

Õ
+ J

Õ
= H(sI ≠ F )

≠1
G + J = W (s) !!
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Poli della matrice di trasferimento

W (s) = H(sI ≠ F )
≠1

G + J =

S

WWU

W11(s) · · · W1m(s)

...
. . .

...

Wp1(s) · · · Wpm(s)

T

XXV

Wij(s) =
Nij(s)

Dij(s)
= funzioni razionali proprie (deg Dij(s) Ø deg Nij(s))

N.B. p œ C è un polo di W (s) se p œ C è un polo di almeno un Wij(s)
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Poli della matrice di trasferimento

W (s) = H(sI ≠ F )
≠1

G + J =

S

WWU

W11(s) · · · W1m(s)

...
. . .

...

Wp1(s) · · · Wpm(s)

T

XXV

Wij(s) =
Nij(s)

Dij(s)
= funzioni razionali proprie (deg Dij(s) Ø deg Nij(s))

N.B. p œ C è un polo di W (s) se p œ C è un polo di almeno un Wij(s)

(sI ≠ F )
≠1

=
adj(sI ≠ F )

det(sI ≠ F )
=∆ {poli W (s)} ™ {autovalori F}
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Modi elementari: osservazioni

note

e
⁄i t , te

⁄i t ,
t

2

2
e

⁄i t , . . . ,
t

rij ≠1

(rij ≠ 1)!
e

⁄i t = modi elementari del sistema

1. Numero di modi distinti associati a ⁄i = dim. del più grande miniblocco di J⁄i

2. F diagonalizzabile =∆ modi elementari = e
⁄i t (esponenziali puri)

3. ⁄ œ C autovalore ∆ ⁄̄ autovalore ∆ modi reali t
k
e

‡t
cos(Êt), t

k
e

‡t
sin(Êt)
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Evoluzione complessiva (libera + forzata)

note

ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = x0

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

x(t) = x¸(t) + xf (t), x¸(t) = e
Ft

x0, xf (t) ??

y(t) = y¸(t) + yf (t), y¸(t) = He
Ft

x0, yf (t) ??
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y t H x t Ju t Hefty filter Gu e de t Jult



#

III SHertGJII.fr
del di Dirac
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Evoluzione complessiva con Laplace

note

sX (s) ≠ x0 = FX (s) + GU(s)

Y (s) = HX (s) + JU(s)

V (s) , L[v(t)] =

⁄ Œ

0≠
v(t)e

≠st
dt
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Equivalenza algebrica

ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = x0

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

Sia z , T
≠1

x dove T œ Rn◊n
rappresenta una matrice di cambio di base

note

Equazioni del sistema espresse nella nuova base?
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Equivalenza algebrica

ż(t) = T
≠1

FTz(t) + T
≠1

Gu(t), z(0) = T
≠1

x0

y(t) = HTz(t) + Ju(t)

(F , G , H , J)
z=T ≠1x≠≠≠≠≠æ (F

Õ
= T

≠1
FT , G

Õ
= T

≠1
G , H

Õ
= HT , J

Õ
= J)
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