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In questa lezione

. Analisi modale ed evoluzione libera di un sistema lineare a t.c.

. Evoluzione complessiva di un sistema lineare a t.c.

. Equivalenza algebrica e matrice di trasferimento

Soluzioni di un sistema lineare autonomo?

Σ���u(t) x(t)
x(t)

Caso vettoriale x(t) = y(t) ∈ Rn

ẋ(t) = Fx(t), x(0) = x0

x(t) = eFtx0
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Come calcolare eFt?

Calcolare eFt , F ∈ Rn×n

Trovare una matrice T ∈ Rn×n tale che T−1FT = FJ !!
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Calcolo di eFt tramite Jordan

1. F = TFJT−1 =⇒ eFt = TeFJ T−1

2. FJ =


Jλ1 0 · · · 0
0 Jλ2

. . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · 0 Jλk

 =⇒ eFJ t =


eJλ1 t 0 · · · 0

0 eJλ2 t . . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · 0 eJλk t



3. Jλi =


Jλi ,1 0 · · · 0

0 Jλi ,2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 Jλi ,gi

 =⇒ eJλi t =


eJλi ,1t 0 · · · 0

0 eJλi ,2t . . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · 0 eJλi ,gi t


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Calcolo di eFt tramite Jordan

4. Jλi ,j =



λi 1 0 · · · 0
0 λi 1 . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . . . . . . . 1
0 · · · · · · 0 λi


∈ Rrij×rij ⇒ eJλi ,j t =



eλi t teλi t t2

2 eλi t · · · trij −1

(rij−1)!e
λi t

0 eλi t teλi t . . . ...
... . . . . . . . . . t2

2 eλi t

... . . . . . . . . . teλi t

0 · · · · · · 0 eλi t



eλi t , teλi t , t2

2 eλi t , . . . , t rij−1

(rij − 1)!eλi t = modi elementari del sistema
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Modi elementari: osservazioni

eλi t , teλi t , t2

2 eλi t , . . . , t rij−1

(rij − 1)!eλi t = modi elementari del sistema

1. Numero di modi distinti associati a λi = dim. del più grande miniblocco di Jλi

2. F diagonalizzabile =⇒ modi elementari = eλi t (esponenziali puri)

3. λ ∈ C autovalore ⇒ λ̄ autovalore ⇒ modi reali tkeσt cos(ωt), tkeσt sin(ωt)
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Evoluzione libera

ẋ(t) = Fx(t) +�
���Gu(t), x(0) = x0

y(t) = Hx(t) +���Ju(t)

y(t) = y`(t) = HeFtx0 =
∑
i ,j

t jeλi tvij

= combinazione lineare di vettori contenenti
i modi elementari!
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Carattere dei modi elementari

λi ∈ C : tki eλi t = tki e(σi +iωi )t = tki eσi t(cos(ωit) + i sin(ωit))

ω

σ
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Carattere dei modi elementari

λi ∈ C : tki eλi t = tki e(σi +iωi )t = tki eσi t(cos(ωit) + i sin(ωit))

ω

σ
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Carattere dei modi elementari

λi ∈ C : tki eλi t = tki e(σi +iωi )t = tki eσi t(cos(ωit) + i sin(ωit))

ω

σ
convergente

divergente

limitato o divergente
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Comportamento asintotico

F ∈ Rn×n con autovalori {λi}k
i=1

<[λi ] < 0,∀i ⇐⇒ eFt t→∞−−−→ 0 =⇒ y(t) = HeFtx0
t→∞−−−→ 0

<[λi ] ≤ 0, ∀i e
νi = gi se <[λi ] = 0 ⇐⇒ eFt limitata ⇒ y(t) = HeFtx0 limitata

∃λi tale che <[λi ] > 0
o <[λi ] = 0 e νi > gi

⇐⇒ eFt non limitata ⇒ y(t) = HeFtx0 ?
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Evoluzione complessiva (libera + forzata)

ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = x0

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

x(t) = x`(t) + xf (t), x`(t) = eFtx0, xf (t) ??

y(t) = y`(t) + yf (t), y`(t) = HeFtx0, yf (t) ??
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Evoluzione complessiva (libera + forzata)

ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = x0

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

x(t) = eFtx0︸ ︷︷ ︸
=x`(t)

+
∫ t

0
eF (t−τ)Gu(τ) dτ︸ ︷︷ ︸

=xf (t)

y(t) = HeFtx0︸ ︷︷ ︸
=y`(t)

+
∫ t

0
[HeF (t−τ)G + Jδ(t − τ)]u(τ) dτ︸ ︷︷ ︸

=yf (t)

w(t) = HeFtG + Jδ(t) = risposta impulsiva
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Evoluzione complessiva con Laplace

sX (s)− x0 = FX (s) + GU(s)

Y (s) = HX (s) + JU(s)
V (s) , L[v(t)] =

∫ ∞
0−

v(t)e−stdt

X (s) = (sI − F )−1x0︸ ︷︷ ︸
=X`(s)

+ (sI − F )−1GU(s)︸ ︷︷ ︸
=Xf (s)

Y (s) = H(sI − F )−1x0︸ ︷︷ ︸
=Y`(s)

+ [H(sI − F )−1G + J ]U(s)︸ ︷︷ ︸
=Yf (s)
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Equivalenze dominio temporale/Laplace

1. W (s) = L[w(t)] = H(sI − F )−1G + J = matrice di trasferimento

2. L[eFt ] = (sI − F )−1 = metodo alternativo per calcolare eFt !!
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Equivalenza algebrica

ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = x0

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

Sia z , T−1x dove T ∈ Rn×n rappresenta una matrice di cambio di base

Equazioni del sistema espresse nella nuova base?
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Equivalenza algebrica

ż(t) = T−1FTz(t) + T−1Gu(t), z(0) = T−1x0

y(t) = HTz(t) + Ju(t)

(F , G , H , J) z=T −1x−−−−−→ (F ′ = T−1FT , G ′ = T−1G , H ′ = HT , J ′ = J)

Matrice di trasferimento nella nuova base?

W ′(s) = H ′(sI − F ′)−1G ′ + J ′ = H(sI − F )−1G + J = W (s) !!
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Poli della matrice di trasferimento

W (s) = H(sI − F )−1G + J =


W11(s) · · · W1m(s)

... . . . ...
Wp1(s) · · · Wpm(s)


Wij(s) = Nij(s)

Dij(s) = funzioni razionali proprie (deg Dij(s) ≥ deg Nij(s))

N.B. p ∈ C è un polo di W (s) se p ∈ C è un polo di almeno un Wij(s)

(sI − F )−1 = adj(sI − F )
det(sI − F ) =⇒ {poli W (s)} ⊆ {autovalori F}

G. Baggio Lez. 9: Modi, risposta libera e forzata (t.c.) 14 Marzo 2022


