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In questa lezione

> Traiettorie di stato di un sistema

> Punti di equilibrio di un sistema (con e senza ingressi)

> Stabilita semplice e asintotica di un equilibrio

\
\
N
\

> Linearizzazione di sistemi non lineari



Traiettorie di stato e ritratto di fase (t)

" b:um x(t) e R" K o 1 X,

x(t) :\f‘(X/((;')), te R, (t.c.) tl:,“ 1\(\ufw Xg

x(t+1) = f(x(t)), t € Z, (t.d.) 7 %,
U

Traiettoria di stato del sistema relativa a c.i. x(0) = xp: {x(t) € R", t > 0}

Ritratto di fase del sistema = insieme delle traiettorie di stato Vxg € R”
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Traiettorie di stato e ritratto di fase di sistemi lineari: n =1

[eR

/
x(t) = fx(t), t e Ry (t.c.)

x(t+1)=1(t),tezZ, (td)

f e R, {,: 9) =
x(t) = eftxg (t.c.)

x(t) = fixo (t.d.)
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Traiettorie di stato e ritratto di fase di sistemi lineari: n = 2

)\1,)\26R,>\1>)\2>00>\1<)\2<0

x(t) = Fx(t), t € Ry (t.c.)
x(t+1)=Fx(t), te€Z, (td)

At At !
x(f)= €Wy 1 e Wy (=6

F € R?*2, autovalori \1, Ao

x(t) = eftxg (t.c.) v, ombovelre & 2
() V1 ainby ve floe &A;
x(t) = Fixg (t.d.)

note
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Traiettorie di stato e ritratto di fase di sistemi lineari: n = 2

)\1,)\261&, A1 > 0>\

X

A

x(t) = Fx(t), t e Ry (t.c.)

x(t+1)=Fx(t), teZ, (td)

F € R?*2, autovalori \1, Ao

x(t) = efxg (t.c.)

x(t) = Ftxo (t.d.)

7z
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Traiettorie di stato e ritratto di fase di sistemi lineari: n = 2
Ar TFw A= 0-(w
A1, A € C (complessi coniugati)
x(t) = Fx(t), t € Ry (t.c.) 0>0 L X2

0<0
x(t+1)= Fx(t), t€Z, (td)

70
F € R?*2 autovalori A1, Ay /C% R

x(t) = efxg (t.c.)

\

x(t) = F'xg (t.d.)
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Traiettorie di stato e ritratto di fase di sistemi lineari: n = 2

A1, A € C (complessi coniugati)
x(t) = Fx(t), t € Ry (t.c.) =0 L X2

x(t+1)=Fx(t), te€Z, (td)

F € R?*2, autovalori \1, \; //7 s
x(t) = eftxg (t.c.) &7

x(t) = F'xg (t.d.)
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Traiettorie di stato e ritratto di fase di sistemi lineari: n generico

F € R™" autovalori A1, \a, ..., A,

x(t) = Fx(t), t e Ry (t.c.) x(t) = efxg

x(t+1)=Fx(t), te€Zy (td.) x(t) = Ftxo

Fatto generale: Una traiettoria x(t) giace su una retta passante per |'origine se e
solo se x5 € R" e autovettore di F relativo ad un autovalore reale.
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In questa lezione

> Traiettorie di stato di un sistema

> Punti di equilibrio di un sistema (con e senza ingressi)
> Stabilita semplice e asintotica di un equilibrio

> Linearizzazione di sistemi non lineari



Punti di equilibrio

x(t) = f(x(1)), teR,  (tc) x{)=%x ¥t = 0= {(¥)

(D)= fxo) ez (a)  XEFVE T X=40)

Definizione: x € R"” e detto punto di equilibrio del sistema se preso xp = X,

x(t) =%, Vt>0.
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Punti di equilibrio

5(({:]: F‘X(‘C) F;(:

x(t) = f(x(t)), t € Ry (t.c.) X equilibrio <= f(x) =
x(t+1)=f(x(t)), t € Z, (td.) x equilibrio <= X = f(x)

c(t41) - F (Y %= FY = ([-FX-

Definizione: x € R"” e detto punto di equilibrio del sistema se preso xp = X,

x(t)=x, Vt>0.
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Punti di equilibrio

x(t) = f(x(t)), t € Ry (t.c.) X equilibrio «<— f(x) =0

x(t+1)=f(x(t)), t € Z, (td.) x equilibrio <= X = f(x)

Definizione: x € R"” e detto punto di equilibrio del sistema se preso xp = X,

x(t)=x, Vt>0.

Fe=¢
™ t.c.
Caso lineare: x equilibrio — ; i t::(l;—_— -y Et;))
(F-T)%X=0

G. Baggio Lez. 9: Equilibri e stabilita 15 Marzo 2021



Punti di equilibrio: esempi _
X=0

wh & Aoy
1. x=x(1—x) — xelk: i('l--)_():O < o L puwhi & "-‘214“141"”40
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Punti di equilibrio: esempi

1. x =x(1—x) —>  due equilibri: X =0,1

2. x=x>+1 —  nessun equilibrio

3. x = _01 g X —  unico equilibrio: x = [8]

4. x = _01 8 X —> infiniti equilibri: x = [2] aelR
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Punti di equilibrio in presenza di ingressi

x(t) = f(x(t),u(t)), t € Ry (t.c.)

x(t+1)=f(x(t),u(t)), teZ, (td.)

u(t) costante, u(t) =1u, vVt >0

X equilibrio =
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Punti di equilibrio in presenza di ingressi

x(t) = f(x(t), u(t)), t € Ry (t.c.)

x(t+1) = f(x(t),u(t)), t€Z,y (td)

u(t) costante, u(t) =u, Vt >0

caso lineare

f(x,0)=0 | Fx=—Gi (t.c.)

x equilibrio —

x = f(%,1) (F—Nx =—Gi (t.d.)
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Punti di equilibrio in presenza di ingressi: esempi

1.x—0 040 — ¥eR : 07w 1 equilibu

2= [0 ) [lo— 2] AR L)E
o 5
L i
X, U n
{Xl(t +1) = n()
x(t+1)=x(t)+ 1
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Punti di equilibrio in presenza di ingressi: esempi

1. x=u, t#0 — nessun equilibrio

2. x = [O 01] X + [O] u = infiniti equilibri X = [g] a€eR

nessun equilibrio se u > %

_ (1
alt+1) =x(t) _ = un equilibrio x = %] se il =+
x(t+1)=x3(t)+ o 5 *
(14140
due equilibri x = | || 214&] se U < }1
2
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In questa lezione

> Traiettorie di stato di un sistema

> Punti di equilibrio di un sistema (con e senza ingressi)
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Stabilita semplice (qJULa L«oapwvw)

Definizione: Un punto di equilibrio X € R” e detto semplicemente stabile se Ve > 0,
36 > 0 tale che . w hrwale

o —x|[< 8 = |Ix(t) —x|| <&, Vt>o0.
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Stabilita asintotica

Definizione: Un punto di equilibrio X € R" e detto asintoticamente stabile se:
@ x e semplicemente stabile e aliraivika
2] tli)m x(t) = x per ogni xo € R" “sufficientemente vicino” a x. (QMW%)
x

bacime - =

. C’Wl\fe’(llh o %é AL\L(L‘L&

m\*t\mbim Dl " W‘ce
® %@

note
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Stabilita semplice e asintotica: osservazioni

1. Le definizioni di stabilita semplice/asintotica hanno carattere locale. Se le con-
dizioni valgono per ogni xp € R" allora si ha stabilita seveglige¢/asintotica globale.

bel: TR £ olobabuate onintobicommbe ambil (Gas)
1 X ¢ /WMPLCQ/W\WL& Ahabide
2) Lo X(H=X VxeR

t =00
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Stabilita semplice e asintotica: osservazioni

1. Le definizioni di stabilita semplice/asintotica hanno carattere locale. Se le con-
dizioni valgono per ogni xo € R" allora si ha stabilita semplice/asintotica globale.

2. Per sistemi lineari si puo parlare di stabilita del sistema invece che del punto di
equilibrio. Infatti, con un cambio di variabile, si puo portare I'equilibrio in x = 0.

w(t= Fx() XeR™ %#0

_ 0
= x(t)- . =3
ig; ﬁt%f; =  2(t)s F(zl)+ %)= Fz(t)+ FX

2(t)s Fz(t)
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Stabilita semplice e asintotica: osservazioni

1. Le definizioni di stabilita semplice/asintotica hanno carattere locale. Se le con-
dizioni valgono per ogni xo € R" allora si ha stabilita semplice/asintotica globale.

2. Per sistemi lineari si puo parlare di stabilita del sistema invece che del punto di
equilibrio. Infatti, con un cambio di variabile, si puo portare I'equilibrio in x = 0.

armbobion anmlobicn Re [4i] <O
3. Per sistemi lineari stabilitd'locale = stabilitérglobale. Inoltre: F towile

stabilita semplice <= e’ limitata (tc) [ [ail<s
F* limitata (td) | F schun
Ft
ey : €'~ convergente t.c.
stabilita asintotica <— Ft & ( )/
convergente (t.d.)
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In questa lezione

> Traiettorie di stato di un sistema

> Punti di equilibrio di un sistema (con e senza ingressi)
> Stabilita semplice e asintotica di un equilibrio

> Linearizzazione di sistemi non lineari



Linearizzazione attorno ad un equilibrio
r; [R—7IR

x="f(x), teRy sistema scalare, X € R punto di equilibrio
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio

x="f(x), teRy sistema scalare, X € R punto di equilibrio
Fx) = F(®) + R — %)+ 2 AR - 27+
x) = f(x dXxxx 2dx2XXX
d
~ f(x —f(x — X
(%) + 4 f R -9
z = X~ X
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio

x="f(x), teRy sistema scalare, X € R punto di equilibrio
00 = F(R) + S FR)0x %) 3 FR)x 3 +

x) = f(x) + S F(X)x = %) + 55 () = %

d
~ f(x) + d—Xf(>'<)(x — X)

: o _ . od A _

Sistema linearizzato attorno a x: z= d—f(x) Z, z=Xx—X
X
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio

R0
1 f(x)
x=f(x)=| ¢ |, teR, sistema n-dim., X € R” punto di equilibrio

fo(x)
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio

fi(x)
x=f(x)=| ¢ |, teR, sistema n-dim., X € R” punto di equilibrio
f,,(X) Jacobiano di f valutato in x
rofi(x)  OA(x) . 9f(x)T
3X1 3X2 8Xn
ohx) Oh(x) .. 0Bk
F(x) = F(R) + J(R)(x=%)+.... Jx)=| 2 2= 0
8fn.(x) 8fn.(x) . : ) (9fn.(x)
L Ox1 0xo Oxn A
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio

fi(x)
x=f(x)=| ¢ |, teR, sistema n-dim., X € R” punto di equilibrio
f,,(X) Jacobiano di f valutato in x
rofi(x)  OA(x) . 9f(x)T
3X1 3X2 aXn
ohx) Oh(x) .. 0Bk
f(x)=f(x)+J(R)x =x)+..., Jl)= |7 Z= %
8fn.(x) 8fn.(x) . : ) (9fn.(x)
L Ox1 0xo Oxn A
E
i
Sistema linearizzato attorno a x: z=J(X)z, z=2x—X
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio: esempi

X1
I

1. x =sinx 0
T

X1
I

2. x=ax3, a€R, x=0

3 ).(1 = —Xp + X1X22 )_(1 o
- ).(2 =Xy + Xér)
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio: esempi

. . x=0 X =X
1. x =sinx _ — . A
X=T Z=—Z,Z=X—1T
— X:O

2. x=ax3, a€R, x=0

3 X1 = —Xo + X1 X3 xi| |0
- ).(2:X1—|—X25
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Traiettorie di stato e ritratto di fase di sistemi lineari: n = 2 -
N

AMMER A >XM>00M <X <0
— x(t) = Fx(t), t € R, (t.c.)

x(t+1)=Fx(t), teZ, (td)

\
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F € R¥?2, autovalori A\;, \» % \

x(t)=eftxy  (tc)

x(t) = Ftxy  (td.) l‘d v N A

St x, ¢ kel L F o odabive a A
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Punti di equilibrio in presenza di ingressi: esempi

1.x=0 G40

2o O eef]o

x(t+1)=x}(t)+0

{(
3 {xl(t =)
l
L

< |
t
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Stabilita asintotica

Definizione: Un punto di equilibrio X € R” & detto asintoticamente stabile se
@ X & semplicemente stabile e

@ lim x(t) = X per ogni xp € R" “sufficientemente vicino” a x.
oo

I\o [x(t)| 7 1
G Baggio Lez. 9 Equilbr e stabilts 15 Marzo 2021 Y = O e. eulm 24' LJIA.D
i _.-----..\\ “"‘—:_,_—_______.-. N *~\\\
DSID D AV I S
-1 L 0 1//J. A 1
' T [l A {
%: ‘II/Z
x(0)=TVa )
=1 < o ,
X(L) =1 ™Mo Mo, MM‘)LMMLIKQ_
x(3)=0




Linearizzazione attorno ad un equilibrio: esempi

1) X = S ¥ xell eq. = simx=0 X =kn kel
x=0 X = cos(0) x= X
X< 2= Cos (M) 2=~
2) x=ax3  «elR x=0 ¢
S iakma,  Mimeartiz zabe X =(
3§ = -xp 4 x4><1=£1{><4,x2) ¥z | ©
J j 5 \ \ / /
X, = Xat X, =£1 (X1 X, )
k L I S W A 2 |
R Y PR P P 1 +2xx
;&(X): Ixv Iy =
2Ly N 1 5x,*
AXq gy X=X I xeXx




