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Nella scorsa lezione

> Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo continuo

> Analisi modale di un sistema lineare a tempo continuo

> Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo continuo

> Matrice di trasferimento e equivalenza algebrica

> Addendum: calcolo di ef* tramite Laplace



In questa lezione

> Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo discreto
> Analisi modale di un sistema lineare a tempo discreto

> Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo discreto

[ > Quiz time ! :l
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In questa lezione

> Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo discreto

> Analisi modale di un sistema lineare a tempo discreto

> Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo discreto

> Quiz time !



Soluzioni di un sistema lineare autonomo?

W T

x(") = Fx, .
X(Z)‘- FX(1):F)<,
x (3)= Fx(2)= Fix,

Caso vettoriale  x(t) = y(t) € R"

x(t+1) = Fx(t), x(0)=x
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Soluzioni di un sistema lineare autonomo?

ut] —— L x(t)
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Usiamo Jordan!
FJ z T-4 FT

1. F=TFT?! — F=TFT!
R
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Usiamo Jordan!

1. F=TFT?! — F=TFT!

S| 0 0 Ji | o 0

. . t
2. F_] = O -.j)\z . ; 0 — Ft — 0 :j’\2 0
0 0 [ I, 0 0 [
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Usiamo Jordan!

1LF=TFT! — Fi=TFT!
I 0
2. Fp= |2
S 0
0 T,
J/\,'Arl 0
3. 4y = |2
: 0
0 J)\,.,p

Giacomo Baggio

IMC-TdS-1920: Lez. 7

J 1 0 0 ]
= Fj= 0 | J :
S .10
0 0 [, |
Sl 0 0
= Jt.: 0 J)\t,-z
1 . . ) O
0 0 | S
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Usiamo Jordan!

q,uwn'- o ‘}moﬂ{

A1

o O

4. Jy, =

o
o
> =

Giacomo Baggio

A #0
c Rixi — _jfw. = (Nl + N)E,
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Usiamo Jordan!

N1 -0 |)\i§’é0! 0 1 --- 0
4 hy=| (1) ERW — JEo—(NI+N), N= | (1)
0 0 N 0 0 0

XN (A e (AT
o (x (D

: e (D
0 0 &))\f
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Usiamo Jordan!

Ai=0 0 1

o O

4 b=\ eR — Ji =N, N=
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Usiamo Jordan!

Ai=0 0 1

o O

4. ;= R eR — J§ =N, N=

P
0 - 0 X

1
r—é({')z{o t{0
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Modi elementari

L (r (O (A2 (F e

{—;5(t), 5(t—1), 6(t—2), ..., 8(t—r;+1)

= Modi elementari del sistema
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) . ae r Lo
Modi elementari

A N N ()
o(t), do(t—1),0(t—2),...,0(t—r;+1
(), 6(t 1) (i) 2 (r: ) o) (R et et

kI(t-k)! KT (kA
1. (\; #0) (i)k,?*k NE\: tketn)  (In(-) = logaritmo naturale complesso)
AR (eh%) = t* ot
ser toatette™ Lo Sl 4 eny (3)
<o ong ()=

= Modi elementari del sistema
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Modi elementari

t AL t /\;—1' t )\f_2, (ot )\f—r,-j—irl
0 1 2 rj—1

5(t), 8(t — 1), 6(t —2), ..., 8(t — ry +1)

= Modi elementari del sistema

1. )\ #0: (i))\f*k ~ thAt = thetnA)  (In(-) = logaritmo naturale complesso)

2. \; = 0: modi elementari si annullano dopo un numero finito di passi !

Non esiste una controparte modale a tempo continuo !!
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Evoluzione libera

x(t+1)= M x(0) = xo
+ Juft)

y(t) = yi(t) = HFtx,

= combinazione lineare dei modi elementari
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In questa lezione

> Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo discreto

> Analisi modale di un sistema lineare a tempo discreto

> Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo discreto

> Quiz time !



Carattere dei modi elementari

N =o0;+iw; € C. )\f ki tk )\t — thie t(lnX;) _ — thie t(In |Xj|+iarg(Ai))
(o-' +(w)t

the
cmm«}mft («i f/u,l)‘;l >0

Y*‘\ ; => IA||>1
~1‘ s

L\'MM"'G}.G \J

ki=0 L/

&mﬂwh MWV““Q

Kk, 7 1
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Carattere dei modi elementari
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Carattere dei modi elementari

modo associato a \; = g + iw;
ki: d V(' * gl.

v !

divergente] . :
limitato o divergente

i
}
mrgente k; 21
> 0 i N
/ Vi> 31

|_—
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Comportamento asintotico

F € R"™" con autovalori {/\i}fle
——
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Comportamento asintotico

F € R"™" con autovalori {/\i}fle

v H, %,

|Ai] < 1,Vi =  FtE%0 — y(t) = HFtx =250
Ft* =0 per t finitose \; =0 !
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Comportamento

|)\,| < I,VI

|>\I| S 17 Vie
Vi = 8i Se |)\,| =1

Giacomo Baggio

asintotico

F € R"™" con autovalori {/\i}fle

t—00 t—oo

— Ft — 0 = y(t) =HF'xy — 0
Ft =0 per t finitose \; =0 !
4 H,Xv
— F* limitata = y(t) = HF'x limitata
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Comportamento asintotico

F € R"™" con autovalori {/\i}fle

|)\,| < 1,\V/I <= Ft t—o0 0 — _y(t) _ HFtX() t—00 0
Ft* =0 per t finitose \; =0 !
|>\,|§1,VI€ P B . o
=g se |\ =1 <~ F* limitata = y(t) = HF'xy limitata
3\, tale che [A;] > 1 Vol
' ! <— F* non limitata = y(t) = HF'xy ?

o|/\,-|:1e1/,->g,-
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In questa lezione

> Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo discreto

> Analisi modale di un sistema lineare a tempo discreto

> Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo discreto

> Quiz time !



Evoluzione forzata
x(t+1) = Fx(t)+ Gu(t), x(0)=xo
y(t) = Hx(t) + Ju(t)
Aot ppon tiont. degly epfeti
x(t) i xo(t) + x¢(t), xi(t) = F'xo, xe(t) 77
y(t) = ye(t) + ye(2), ye(t) = HF 'xo, ye(t) 77

extra
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Evoluzione forzata

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t), x(0)=xo

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

t-1
x(t) = Fixg+ > F"*'Gu(k)

o =0
t—1 :Xf(t)
y(t) = HF'xo + > HF 51 Gu(k) 4 Ju(t)
N—— kz:%
=ye(t)
=yr(t)
(1) isposta impulsiva J L=
w(t) = ri impulsiva =
P P HF'G, t>
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Evoluzione forzata

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t), x(0)=xo
y(t) = Hx(t) + Ju(t)
u(t—1)
t—1 N u(t —2)
x(t) = Fixg+ > F"*'Gu(k) = Fixg + Reu; Ut = :
—x(t) &2 —x(t)  =x(t) u(0)
eoq =xe(t)
y(t) = HF'xo + > HF* %1 Gu(k) + Ju(t) = HF'xg + HR cu + Ju(t)
k=0
—ye(t) =ye(t) =yr(t)
=yr(t)
R, £ [ G|FG|F*G|--- | F*'G } = matrice di raggiungibilita in t passi
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Evoluzione forzata (con trasformata Zeta)

zX(2) — zxo = FX(2) + GU(2)

Y(z) = HX(z) + JU(z)

Giacomo Baggio

V(z) £ Z[v(1)] =

IMC-TdS-1920: Lez. 7

extra

i v(t)z™*

t=0
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Evoluzione forzata (con trasformata Zeta)
zX(2) — zxo = FX(2) + GU(2) %
V(z) £ Z[v(t)] = >_v(t)z™"

Y(z) = HX(z) + JU(z) t=0

X(z) = z(zl = F) 'xo+ (2l — F)'G

=X¢(2) =Xr(2)
Y(z) = Hz(zl — F) 'xy + [H(zl — F)'G + J]U(2)
=Yu(2) =Y¢(2)
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Equivalenze dominio temporale/Zeta

1. W(z) = Z[w(t)] = H(zl — F)"'G + J = matrice di trasferimento

2. Z[F"] = z(zl — F)~" = metodo alternativo per calcolare Ft !l
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Struttura della matrice di trasferimento

T € R™" = base di Jordan

(F, G, H, J) =% (F, = TYFT, G, = TG, H; = HT, J, = J)

W(Z) = WJ(Z) = HJ(ZI — FJ)ilGJ + JJ
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Struttura della matrice di trasferimento

J)\l,l 0 s 0 G)\l,l
0o |J : Gy, 2

F,= _ ./\112 . — G, = |- :1 COH = [ Ha | Haz |- | Hae ]
0 A 0 J)\k7‘€k GAk/k
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Struttura della matrice di trasferimento

J)\l,l 0 s 0 G)\l,l
0o |J : Gy, 2

F,= . ./\172 . — G, = |- :1 COH = [ Ha | Haz |- | Hae ]
0 oo 0 J)\,ﬁ@k GAkvlk

W(Z) = H)\l,l(ZI — J)\l,l)_l G>\1,1 + H)\hz(zl — J)\172)_1G,\172 + -+ H,\k,gk(Zl — J,\k,(k)_l G)\,ﬁgk +J

= Wi, 1(2) + Wh,2(2) + -+ Wy, 4 (2) + J
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Struttura della matrice di trasferimento

miniblocco Jy,; € R — W, ;(z) = + I (A
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In questa lezione

> Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo discreto

> Analisi modale di un sistema lineare a tempo discreto

> Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo discreto

> Quiz time !
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Usiamo Jordan! back
A1 0 AN#0 01

( o1.

Fafio: A, BER™ " Se At B commutamo (AR = BA)

A
t t
(A+R) = 2

() AR (Livowse & Newton)
keo | K/ h /
(H) = &
LK) (tK)TRI
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Usiamo Jordan!
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Evoluzione forzata

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t),

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

x(0) = %

x(E+1) = Fx(t)t Gult) x(o)=%

wlt): Hx(t) *+ Twl4)
J J 7

x(¢), y(t) ]

Per imduzion

Fx. * G (o)

17

x (1) + Gu(1) =

t G w(1)

F3 X, 1 fCTu(o)

+ FG
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t-1
f-1-Kk
()= HF % + T HF " Gull) + Talt)
—\— \K=0 Y
Y ) —
14:((‘)
Jf
' w{t1)]
r\AI*,41f(-) ( \
L it - | w(tD)
(] t=o ) :
W“:): i ¢ = Lgorhe ;wnh,o/v;\/u 'I/L(U)
HEG t71 ' i

R, = GLFGL--- !FH CZ = waluce & na?t},«'w;ﬁ{ﬂﬂ‘d im 1 f’w.
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Evol e forzata (con trasformata Zeta) a»
X(()) m()F‘)Z(;())GU(z) V() £ 2] = 3 vle) X(f"“) - FX{H" CT"A{‘H X(OJ = X
y(H) = Bx(O4 Jw(t)
A
V()= Z[vlb] = 7 v(t) 2°f
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ (-:o

Falte - Z [ v(t+1)] =
— L J J
bz X(2) -ex, = F X(z) + G U
Y(a)“ H X (z) +TU(t)

Xa(t) Xﬁ(*)
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Y,{ (?:]

Yelz)

1. Ye(2) = W(z) U(3)

W(e) = H (¢1-F) "G +

Z

:w(t)‘

wa bics di froyf

2. Xy (8) = Z[F x| = 2 (21-F) 7',
= Z[F'] =) e1-7)"
\_/\ 7/
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