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Nella scorsa lezione

> Altri fatti utili su matrici

> Forma canonica di Jordan

> Comandi Matlab®



In questa lezione

> Soluzioni di sistemi lineari autonomi a t.c.
> Esponenziale di matrice

> Calcolo dell’esponenziale di matrice: metodo diretto



Soluzioni di un sistema LTI| autonomo

ut) —— X —— y(t)77
x(t)

Y lineare, tempo invariante e autonomo  x(t) € R”, y(t) € RP, u(t) =0

Tempo continuo: x(0) = xo
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Soluzioni di un sistema LT| autonomo: caso scalare

ut) — Y ——x(t)7?
x(t)
Caso scalare  x(t) =y(t) e R Y
t=0
Xy
X(0)= (), x(0) = =
f ¢
x(t) = 77 x(t)= e X

.
L) £ ets ()
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Soluzioni di un sistema LT| autonomo: caso scalare

Uty —— Y —— x(t)7?
x(t)

Caso scalare  x(t) =y(t) € R
x(t) = x(t), x(0) = x

X(t):eftX(): <1+ft+7++7+>X0

6“: Z L_%,K
k=a K|
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Soluzioni di un sistema LTI autonomo: caso vettoriale

G. Baggio

ut] — X

—— x(t)?7?

x(t)

Caso vettoriale

x(t) = Fx(t),

x(t)

x(t) = y(t) e R"

x(0) = xo

Ft

=77 o' 'x,
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Soluzioni di un sistema LTI autonomo: caso vettoriale

Uty —— Y —— x(t)7?
x(t)

Caso vettoriale  x(t) = y(t) € R"

x(t) = Fx(t), x(0) = xo

x(t) = eftxg = 77
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Soluzioni di un sistema LTI autonomo: caso vettoriale

Y
3 52
e d eF 4 (TRt PR PE 2 zF_h,)
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F (I+ Ft+ F_thf““))%

Uty —— Y —— x(t)7?
x(t)

ke )(U:FX('t)

Caso vettoriale  x(t) = y(t) € R"

x(t) = Fx(t), x(0) = xo

x(t) = eftxy = <I—|—Ft—|— et +...>x0

Ol K|
eFt=§ FeEX
R
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In questa lezione

> Soluzioni di sistemi lineari autonomi a t.c.
> Esponenziale di matrice

> Calcolo dell’esponenziale di matrice: metodo diretto



Esponenziale di matrice e sue proprieta

Definizione: L'esponenziale di una matrice A € R"*" e definito come

Ak
AAE:
e = F

k>0 1

note
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Esponenziale di matrice e sue proprieta

Definizione: L'esponenziale di una matrice A € R"*" e definito come

Z_

k>0

(Alcune) proprieta:
o ¢ =1 _- AcR™" Be R™ — AR commumboune

9 AB BA :> eA +B eAeB

© T c R™" invertibile: ™7 " = TeAT 1

ed At AeAt_eAtA tcR

note
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In questa lezione

> Soluzioni di sistemi lineari autonomi a t.c.
> Esponenziale di matrice

> Calcolo dell’esponenziale di matrice: metodo diretto



Come calcolare eft, F € R"™"?

k +k
I

k!

k>0

Usiamo la definizione: e
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Come calcolare eft, F € R"™"?

Usiamo la definizione: eft & Z 1

k>0

i 10
Esempio 1: F = [O 2]
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Come calcolare eft, F € R"™"?

Usiamo la definizione: eft & Z 1

k>0

i 10
Esempio 1: F = [O 2]

n t
rogrre-[t O] ool

n volte
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Come calcolare eft, F € R"™"?

Usiamo la definizione: eft & Z 1

k>0

caso piu in generale: F diagonale

fi 0 0 [ efit 0 0 |
F = 0 7 — eft = 0 e
0 0
| 0 0 f | 0 0 et |
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Come calcolare eft, F € R"™"?

k!

; .. A
Usiamo la definizione: eft 2 Z
k>0

e A |01
Esemp|02.F—[O 1]—/JrN, N—lo 0]
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Come calcolare eft, F € R"™"?

k!

. . A
Usiamo la definizione: eft 2 Z
k>0

e A |01
Esemp|02.F—[0 1]—/JrN, N—lo 0]

(i) N =1, NP = [83], N2 = [38], V® = [38)]...
(i) eV = eleN
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Come calcolare eft, F € R"™"?

. . . . . t_
Usiamo la definizione: e —Z o
k>0
1 10 010
Esempio3: F=|0 1 1|=/+N, N[0 0 1
0 01 0 0O
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Come calcolare eft, F € R"™"?

. . = . . t_
Usiamo la definizione: e —Z o
k>0
1 10 0 1 0
Esempio3: F=|0 1 1|=/+N, N[0 0 1
0 01 0 00
() Wo =1, Nt = [358], v2 = [883], wo = [338]. et et Let
000 000 000 Fr . 2
— e " =10 e te
(ii) e'™N = eleN 0 0 €
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Come calcolare eft, F € R"™"?

k!

. .. A
Usiamo la definizione: eft & Z
k>0

caso piu in generale: F “quasi”-diagonale

f 1 .- 0] [ eft e ... —(,f,"__ll)!eft |
F = O f — eFt o 0 eft
fo1 : tet
i 0 0 f i 0 0 eft |
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Come calcolare eft, F € R"™"?

Usiamo la definizione: eft & Z 1

k>0

i 0 1
Esempio 4: F = [1 0]
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Come calcolare eft, F € R"™"?

Usiamo la definizione: eft & Z 1

k>0

i 0 1
Esempio 4: F = [1 0]

FOo=I,F=F FP=—|, F*=—F Ft=1. = eft= [COS’-“ S'“t]

—sint cost
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Calcolo diretto di et

Metodo di calcolo diretto tramite definizione
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Calcolo diretto di et

Metodo di calcolo diretto tramite definizione

utile in casi “semplici” e/o “strutturati”...

....ma come fare in casi piti complessi (F “piena” e senza “struttura”)?

G. Baggio Lez. 7: Soluzioni di sistemi lineari autonomi 10 Marzo 2022



Calcolo diretto di et

Metodo di calcolo diretto tramite definizione

utile in casi “semplici” e/o “strutturati”...

....ma come fare in casi piti complessi (F “piena” e senza “struttura”)?

Strategia: Trasformare F in una forma “semplice” (diagonale o quasi-diagonale)!
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Esponenziale di matrice e sue proprieta
Definizione: L'esponenziale di una matrice A € R™" & definito come
] A
AL
=D o

k>0

(Alcune) proprieta:

— @ =/

© AB = BA — B = ¢hef

© T € R™" invertibile: e™7 ' = TeAT !
o %e’" = Ae? = eMA, teR

nxw

Be [

A+ B A

2) A6 (R’V\XV\/

AB=RA =2 ¢ =2’

O L, BeR, Ae R

o(A/fDA commmbome =

A

—7

I

e et — efe =T

() =1 p=-1

/ I

]

T=¢°

- A

— ((’,A)'ﬁl: e

XN

3) TeR™ imventibike , A e R

AT
L

w

7

Q/'-

- 7 (Tan.

K=o L(\_

T+ TAT + (T”AT)g + (TTAT) ., ...

N T

(W)}

1

T'AT

T'AT) = T7AYT AT -




Come calcolare eft, F € R™"?
Usiamo la definizione:
k=0

10

Esempio 1: F = [O 2}

aaaaaaa

k
Ft o
TEY

/4 I o (, = ya | (,
NtK _ Z 1 (@] {K _ Z | U {:V\
ko Kkl ke |0 20 KI ko | QL] K
Stk o
C =
= K=c Kl




Come calcolare e, F € R"™*"? e

Usiamo la definizione: e 2 S o

11

Esempio 2: F = [O 1

_ 2|01
[=rem welo ]

F = (1 1] = [1 9] + rqj' IN=NT — N/l_ Comamul amo
0 1 g1) [90]
” (S y/ e
L N
Ft (T+\)t Tt Nt . , .
e =t - e p (PJID?JUPL& / We/ylmmmnala Jiwfm'u)
f = L l -— —_ — {- I 1
LTem O] oMo et o741 £] - [ef tet
g et ( o et 0 1 {_O C’i_J
1L o | | Y \
KT K — L b}
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ko Kl | 3
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Usiamo la definizione: e £
4 A4 (0O
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K=o
@]

Come calcolare eft, F € R™"?
'
NT

R

r

0O a O ¢ O 0
K3

A4

N"=Q




