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In questa lezione

> Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo discreto
> Analisi modale di un sistema lineare a tempo discreto

> Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo discreto



Soluzioni di un sistema lineare autonomo?

Wy — Zx(t)—> x(t)

¥(1) = F X,

1
X(2) = Fx()= F X Caso vettoriale x(t) =y(t) e R"
x ()= Fx(2) = Flxe

x(t+1) = Fx(t), x(0)=x

x(t)= Ftx,

x(t) =77
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Soluzioni di un sistema lineare autonomo?

G. Baggio

ukt] ——

—> X(t)

x(t)

Caso vettoriale

x(t) =y(t) e R"

x(t+1) = Fx(t), x(0)=x

x(t) = Fixo
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Calcolo di F! tramite Jordan
F3= T'FT
1. F=TFT! — Ft—TFT-
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Calcolo di Ft tramite Jordan

1. F=TFHT — Ft=TFT!

|0 0 C Ui ] 0 0
t
2. FJ = 0 JAZ 0 — Ft = 0 J)‘2 .
0 EN 0 0 [JL |
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Calcolo di Ft tramite Jordan

1. F=TFHT — Ft=TFT!
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Calcolo di Ft tramite Jordan

4(i). ), =
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Calcolo di Ft tramite Jordan

4(i). ), =
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Calcolo di Ft tramite Jordan
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Calcolo di Ft tramite Jordan

R 0 | A\ =0 0 1 01
6 oM 1 t=0 0. 0 0]
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Modi elementari

(DA (DML (A2 (L )n

6(t), o(t—1),0(t—2), ..., 0(t—r; +1)

= Modi elementari del sistema
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Modi elementari

O (5 (. ()
5(t), 6(t — 1), 6(t —2), ..., 6(t —ry + 1)
(Jc)".__(:,l'—» :Kkt[(-f -._*0(1{:

= Modi elementari del sistema

/\

1. X\ #0: (i))\f g t")\t tketn&)  (In(.) = logaritmo naturale complesso)
e L7(ﬂw‘) RPNY l
Ju 9 = ,?M|;\l*l0wz()

A" U(*[W\ 6\
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Modi elementari

(DA (DML (A2 (L )n

6(t), o(t—1),0(t—2), ..., 0(t—r; +1)

= Modi elementari del sistema

1. \; #0: (i))\f_k ~ thAt = tket(mA)  (In(-) = logaritmo naturale complesso)

2. \; = 0: modi elementari si annullano dopo un numero finito di passi !

Non esiste una controparte modale a tempo continuo !!

G. Baggio

Lez. 7: Modi, risposta libera e forzata (t.d.)

11 Marzo 2021



Evoluzione libera

x(t + 1) )+ Git),  x(0) = xo
y(t) = Hx(t) + Jutt)

y(t) = yo(t) = HF'xg = th)\tvu + 2(5 (t —

= combinazione lineare dei modi elementari

G. Baggio Lez. 7: Modi, risposta libera e forzata (t.d.) 11 Marzo 2021



In questa lezione

> Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo discreto
> Analisi modale di un sistema lineare a tempo discreto

> Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo discreto



Carattere dei modi elementari

A\ = o0+ iw; € C, Aj 75 0: (lf,) )\f_ki ~ tk’-)\f = tk"et(ln i) — tkfet@“

ki=0 ;
A I |2i] <O

AL .
b 91& w |2¢[ <1
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Carattere dei modi elementari

G. Baggio

)\,’ = 0: 5(1’ — k,)
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Carattere dei modi elementari
modo associato a \; = og; + iw;

w

divergente . :
limitato o divergente

convergente
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Comportamento asintotico

F € R™" con autovalori {\;}X;
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Comportamento asintotico

F € R™" con autovalori {\;}X;

\i| < 1,Vi =  FtI2%0 — y(t) = HFtxy =50
Ft =0 per t finitose \; =0 !l
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Comportamento asintotico

F € R™" con autovalori {\;}X;

\i| < 1,Vi =  FtI2%0 — y(t) = HFtxy =50
Ft =0 per t finitose \; =0 !l

‘)\,| < 1, Vi e

</:> t | H — t . .
V=g se |\| =1 F* limitata = y(t) = HF'xg limitata
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Comportamento asintotico

F € R™" con autovalori {\;}X;

‘>\l| < 1,\V// s Ft _t_>oo> O _— y(t) — HFtXO t—)oo; 0
Ft* =0 per t finitose \; =0 !
‘)\,|§1,VI€ b B . o
V=g se |\| =1 — F* limitata = y(t) = HF'xg limitata
El)\i tale che ‘)\I| > 1 — Ft non limitata = y(t) _ HFtXO ?
O\A,-|:1ey,->g,- tl« l{
Vo J\‘rmb
|}, xq

G. Baggio Lez. 7: Modi, risposta libera e forzata (t.d.) 11 Marzo 2021



In questa lezione

> Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo discreto
> Analisi modale di un sistema lineare a tempo discreto

> Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo discreto



Evoluzione forzata
x(t+1) = Fx(t) + Gu(t), x(0)= xo

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

x(t) = xo(t) + x¢ (1), xi(t) = Ftxo, xe(t) 77

y(t) = yu(t) + ye(2), ye(t) = HFtxg, ye(t) 77
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Evoluzione forzata

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t), x(0)=xo
y(t) = Hx(t) + Ju(t)
t—1
X(t) = FtXO + Z Ft_k_lGU(k)
=Xg(t) 520 ~ v
—1 :Xf(t)
y(t) = HF'xo + Y HF™ "' Gu(k) + Ju(t)
— =0
=ye(t)  ~ — .
=y (t)
(t) = risposta impulsiva J =0
w(t) = ri impulsiva =
P P HF'G, t>1

11 Marzo 2021
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Evoluzione forzata

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t), x(0)=xo

y(t) = Hx(t) + Ju(t) _ ]

u(t —1)

i1 A U( _2)

x(t) = F'xg+ > F7*'Gu(k) = F'xg + Reuy Ut = .
=xy(t) k=0 ~ o =xp(t) =x¢(t)
u(0)
roq =x¢(1) - i

y(t) = HF'xo + kz_% HF* 51 Gu(k) + Ju(t) = HF'x, +!—I7€tutj Ju(t)

=ye(t)  ~— ~ o =y(t) =y¢(t)

=yr(t)
R, = { G|FG|FG|--- | F"'G ] — matrice di raggiungibilita in t passi
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Evoluzione forzata (con trasformata Zeta)

zX(z) — zxg = FX(z) + GU(=z2) o0
V(z) 2 Z[v(t)] =D v(t)z™"
Y(z) = HX(z) + JU(2) t=0
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Evoluzione forzata (con trasformata Zeta)

zX(z) — zxo = FX(2) + GU(=z2) o0
V(z) = Z[v(t)] =D v(t)z*
Y(z) = HX(z) + JU(z) t=0

X(z) = z(zl —v/f)—lx(2 +(2l - F) G ()

—X,(2) —X;(2)

Y (z) = Hz(zl — F)"'xo + [H(zl — F)7'G + J]U(2)

~Yy(2) ~Yi(2)

note
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Equivalenze dominio temporale/Zeta

1. W(z) = Z[w(t)] = H(zl — F)™'G + J = matrice di trasferimento

2. Z[F'] = z(zl — F)™! = metodo alternativo per calcolare F* Il
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Struttura della matrice di trasferimento

T € R™" = base di Jordan

(F, G H, J) =% (F, = T-YFT, Gy = T-'G, Hy = HT, J; = J)

W(Z) = WJ(Z) = HJ(ZI — FJ)_IGJ + Jy
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Struttura della matrice di trasferimento

J/\l,l 0 0 G>\171
0 Iy 0 : G>\1 2
1, | — —
i GJ - . l HJ - |: H)\l,l ‘ H)\172 ‘ o
: 0 :
L O J)\k,gk i GAkagk
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Struttura della matrice di trasferimento

_ J,\1,1 0 ... 0 G>\171
0o | : G, 2

F;= . .)\172 : 0 6= L Hy = [ Hy ‘ Hi 2 ‘ ‘ Ha e }
0 0 JAk,gk ] GAk,gk

W(Z) = H)\l,l(ZI — J)\hl)_lG)\l’l -+ H,\l’z(zl — J)\l’z)_l G>\1,2 -+

- W>\171(Z) + W>\172(Z) Tt W)\kagk(z) +J
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Struttura della matrice di trasferimento

miniblocco Jy,; € R* —= W, ;j(z) = + NI
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Evoluzione forzata
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Evoluzione forzata (con trasformata Zeta)
— zX(z) — zx0 = FX(z) + GU(z) V() 2 2] i )
z) £ Z[v(t)] =D v(t)z™*
[x (b1) = F x(t)t Gu(Y
O .

. ( )t Ju(t)

TFLMf,a'I/ML& ZCH‘A'

V) = 2 [ul8]= 7 vl

z v(tﬂ)}: 2 \/(t): 2 v(0)

)= F 4 Gu 2)- 2x(0)= F X(2)+ C U(r
— 7
(, Hx(t) + Ju(t) Y(t/=HX(z)+]U(z)
X(2)= 2 (2T-F)'x(0) * (21-F) "G U)
/
(x(0)=0) 1V(2)= 2H(21-F)'x(0) + [k (2T-F)"G+7] UE)
1\
‘1) W (3)= Y(( = H f%T F)'G t Mabue & Jﬁm!,m/mw}v
U(z)
) L[ 0] = Z[F5@]- Z[F]x0) = (217 <)
r(21-F)" = 2 [F]




