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Nella scorsa lezione

. Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo continuo

. Analisi modale di un sistema lineare a tempo continuo

. Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo continuo

. Matrice di trasferimento e equivalenza algebrica

. Addendum: calcolo di eFt tramite Laplace



In questa lezione

. Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo discreto

. Analisi modale di un sistema lineare a tempo discreto

. Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo discreto



Soluzioni di un sistema lineare autonomo?

Σ�
��u(t) x(t)

x(t)

Caso vettoriale x(t) = y(t) ∈ Rn

x(t + 1) = Fx(t), x(0) = x0

x(t) = F tx0
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Usiamo Jordan!

1. F = TFJT−1 =⇒ F t = TF t
J T−1

2. FJ =


Jλ1 0 · · · 0
0 Jλ2

. . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · 0 Jλk

 =⇒ F t
J =


J t
λ1 0 · · · 0
0 J t

λ2

. . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · 0 J t

λk



3. Jλi =


Jλi ,1 0 · · · 0

0 Jλi ,2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 Jλi ,`i

 =⇒ J t
λi =


J t
λi ,1 0 · · · 0
0 J t

λi ,2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 J t

λi ,`i
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Usiamo Jordan!

λi 6= 0

4. Jλi ,j =


λi 1 · · · 0
... . . . . . . 0
... . . . . . . 1
0 · · · 0 λi

 ∈ Rrij×rij =⇒ J t
λi ,j = (λi I + N)t , N =


0 1 · · · 0
... . . . . . . 0
... . . . . . . 1
0 · · · 0 0



=⇒ J t
λi ,j =



(
t
0

)
λt

i

(
t
1

)
λt−1

i

(
t
2

)
λt−2

i · · ·
(

t
rij−1

)
λ

t−rij +1
i

0
(

t
0

)
λt

i

(
t
1

)
λt

i
. . . ...

... . . . . . . . . .
(

t
2

)
λt−2

i
... . . . . . . . . .

(
t
1

)
λt−1

i

0 · · · · · · 0
(

t
0

)
λt

i
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Usiamo Jordan!

λi = 0

4. Jλi ,j =


λi 1 · · · 0
... . . . . . . 0
... . . . . . . 1
0 · · · 0 λi

 ∈ Rrij×rij =⇒ J t
λi ,j = N t , N =


0 1 · · · 0
... . . . . . . 0
... . . . . . . 1
0 · · · 0 0



=⇒ J t
λi ,j =



δ(t) δ(t − 1) δ(t − 2) · · · δ(t − rij + 1)
0 δ(t) δ(t − 1) . . . ...
... . . . . . . . . . δ(t − 2)
... . . . . . . . . . δ(t − 1)
0 · · · · · · 0 δ(t)
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Modi elementari
(

t
0

)
λt

i ,
(

t
1

)
λt−1

i ,
(

t
2

)
λt−2

i , . . . ,
(

t
rij−1

)
λ

t−rij +1
i

δ(t), δ(t − 1), δ(t − 2), . . . , δ(t − rij + 1)
= Modi elementari del sistema

1. λi 6= 0:
(

t
k

)
λt−k

i ∼ tkλt
i = tket(lnλi ) (ln(·) = logaritmo naturale complesso)

2. λi = 0: modi elementari si annullano dopo un numero finito di passi !

Non esiste una controparte modale a tempo continuo !!
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Evoluzione libera

x(t + 1) = Fx(t) +��
��Gu(t), x(0) = x0

y(t) = Hx(t) +�
��Ju(t)

y(t) = y`(t) = HF tx0 =
∑
i ,j

t jλt
i vijy(t) = y`(t) = HF tx0 =

∑
i ,j

t jλt
i vij +

∑
j
δ(t − j)wj
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Carattere dei modi elementari

modo associato a λi = σi + iωi

ω

σ

1

convergente

divergente limitato o divergente

Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 7 October 22, 2019 11 / 20



Comportamento asintotico

F ∈ Rn×n con autovalori {λi}k
i=1

|λi | < 1,∀i ⇐⇒ F t t→∞−−−→ 0 =⇒ y(t) = HF tx0
t→∞−−−→ 0

F t = 0 per t finito se λi = 0 !

|λi | ≤ 1, ∀i e
νi = gi se |λi | = 1 ⇐⇒ F t limitata ⇒ y(t) = HF tx0 limitata

∃λi tale che |λi | > 1
o |λi | = 1 e νi > gi

⇐⇒ F t non limitata ⇒ y(t) = HF tx0 ?
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Evoluzione forzata

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = x0

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

x(t) = x`(t) + xf (t), x`(t) = F tx0, xf (t) ??

y(t) = y`(t) + yf (t), y`(t) = HF tx0, yf (t) ??

Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 7 October 22, 2019 13 / 20



Evoluzione forzata

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = x0

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

x(t) = F tx0︸ ︷︷ ︸
=x`(t)

+
t−1∑
k=0

F t−k−1Gu(k)︸ ︷︷ ︸
=xf (t)

y(t) = HF tx0︸ ︷︷ ︸
=y`(t)

+
t−1∑
k=0

HF t−k−1Gu(k) + Ju(t)︸ ︷︷ ︸
=yf (t)

w(t) = risposta impulsiva =

J , t = 0
HF tG , t ≥ 1

Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 7 October 22, 2019 14 / 20



Evoluzione forzata

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = x0

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

x(t) = F tx0︸ ︷︷ ︸
=x`(t)

+
t−1∑
k=0

F t−k−1Gu(k)︸ ︷︷ ︸
=xf (t)

= F tx0︸ ︷︷ ︸
=x`(t)

+Rtut︸ ︷︷ ︸
=xf (t)

y(t) = HF tx0︸ ︷︷ ︸
=y`(t)

+
t−1∑
k=0

HF t−k−1Gu(k) + Ju(t)︸ ︷︷ ︸
=yf (t)

= HF tx0︸ ︷︷ ︸
=y`(t)

+ HRtut + Ju(t)︸ ︷︷ ︸
=yf (t)

ut ,


u(t − 1)
u(t − 2)

...
u(0)



Rt ,
[

G FG F 2G · · · F t−1G
]

= matrice di raggiungibilità in t passi
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Evoluzione forzata (con trasformata Zeta)

zX (z)− zx0 = FX (z) + GU(z)

Y (z) = HX (z) + JU(z)
V (z) , Z[v(t)] =

∞∑
t=0

v(t)z−t

X (z) = z(zI − F )−1x0︸ ︷︷ ︸
=X`(z)

+ (zI − F )−1G︸ ︷︷ ︸
=Xf (z)

Y (z) = Hz(zI − F )−1x0︸ ︷︷ ︸
=Y`(z)

+ [H(zI − F )−1G + J ]U(z)︸ ︷︷ ︸
=Yf (z)
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Equivalenze dominio temporale/Zeta

1. W (z) = Z[w(t)] = H(zI − F )−1G + J = matrice di trasferimento

2. Z[F t ] = z(zI − F )−1 = metodo alternativo per calcolare F t !!
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Struttura della matrice di trasferimento

T ∈ Rn×n = base di Jordan

(F , G , H , J) z=T −1x−−−−−→ (FJ = T−1FT , GJ = T−1G , HJ = HT , JJ = J)

W (z) = WJ(z) = HJ(zI − FJ)−1GJ + JJ
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Struttura della matrice di trasferimento

FJ =


Jλ1,1 0 · · · 0

0 Jλ1,2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 Jλk ,`k

, GJ =


Gλ1,1
Gλ1,2

...
Gλk ,`k

, HJ =
[

Hλ1,1 Hλ1,2 · · · Hλk ,`k

]
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Struttura della matrice di trasferimento

FJ =


Jλ1,1 0 · · · 0

0 Jλ1,2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 Jλk ,`k

, GJ =


Gλ1,1
Gλ1,2

...
Gλk ,`k

, HJ =
[

Hλ1,1 Hλ1,2 · · · Hλk ,`k

]

W (z) = Hλ1,1(zI − Jλ1,1)−1Gλ1,1 + Hλ1,2(zI − Jλ1,2)−1Gλ1,2 + · · ·+ Hλk ,`k (zI − Jλk ,`k )−1Gλk ,`k + J

= Wλ1,1(z) + Wλ1,2(z) + · · ·+ Wλk ,`k (z) + J
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Struttura della matrice di trasferimento

miniblocco Jλi ,j ∈ Rrij×rij =⇒ Wλi ,j(z) = A1

z − λi
+ A2

(z − λi)2 + · · ·+
Arij

(z − λi)rij

yf (t) = Z−1

∑
i ,j

Wλi ,j(z)U(z) + JU(z)
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