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Nella scorsa lezione

> Forma canonica di Jordan: costruzione

> Forma canonica di Jordan: algoritmo generale

> Forma canonica di Jordan: osservazioni

> Polinomi annullatori e polinomio minimo



In questa lezione

> Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo continuo
> Analisi modale di un sistema lineare a tempo continuo
—  ———

> Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo continuo

> Matrice di trasferimento e equivalenza algebrica

> Addendum: calcolo di ef* tramite Laplace
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In questa lezione

> Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo continuo
> Analisi modale di un sistema lineare a tempo continuo
> Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo continuo
> Matrice di trasferimento e equivalenza algebrica

> Addendum: calcolo di ef* tramite Laplace



Soluzioni di un sistema lineare autonomo?

W—— ¥ +——x(1)
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Usiamo Jordan!
F] = T.'1 FT

LF=TFHT! = et=TeHT
—_—
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Usiamo Jordan!

LF=TFRT? — eft=ThHT?

S| 0 0 et 0 0
J
2. FJ _ 0 J)\Z — eFJt _ 0 e Aot
N I B ) : . | 0
0[]0 [, 0 | -~ ] 0 et
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Usiamo Jordan!

eft = Tef 71

LF=TFHT! =
A | 0 0
2. Fy = |01
N 0
0 I,
il O 0
3.\, = 0 a2
: 0
0 e
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Usiamo Jordan!
°|M°|./H'- J;o.?o'hoﬁl. »

A1 0 - 0 [
Ai ' :
4. J>\f,j = 0 c RiuiXr = eJAth —
1
0 0 N
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Usia

4. J,

mo Jordan!
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Modi elementari: osservazioni

. . 2 . rij—1 . . . .
Mt tehit L ehit t? __eMt = modi elementari del sistema

2€7 o (D)
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Modi elementari: osservazioni

Ait ﬁ Ait trij71
1

eNt, teMt, SeNt me“ = modi elementari del sistema
—

1. Numero di modi distinti associati a A\; = dim. del piu grande miniblocco in Jj,
=(h;)= molteplicita di A; nel pol. minimo
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Modi elementari: osservazioni

Lot

. : 2 . rij
e*’t, teA,t t° At ty el

R s 1 = modi elementari del sistema
(ri—1)!

1. Numero di modi distinti associati a A\; = dim. del piu grande miniblocco in Jj,
= h; = molteplicita di A; nel pol. minimo

2. Numero di modi distinti complessivi = n (dim. di F)
quando F ha un unico miniblocco per ognl autovalore (F ciclica)

" vt et i t et
T ez.('
Cz&

3 —7
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Modi elementari: osservazioni

. . 2 . rij—1 . . . .
eNt, teMt, TeNt 7(;]_1),@"5 = modi elementari del sistema
—

1. Numero di modi distinti associati a A\; = dim. del piu grande miniblocco in Jj,
= h; = molteplicita di A; nel pol. minimo

2. Numero di modi distinti complessivi = n (dim. di F)
quando F ha un unico miniblocco per ogni autovalore (F ciclica)

3. F diagonalizzabile = modi elementari = et (esponenziali puri)
—————— e
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Modi elementari: osservazioni

. . 2 . rij—1 . . . .
eNt, teMt, TeNt 7(;]_1),@"5 = modi elementari del sistema
—

1. Numero di modi distinti associati a A\; = dim. del piu grande miniblocco in Jj,
= h; = molteplicita di A; nel pol. minimo

2. Numero di modi distinti complessivi = n (dim. di F)
quando F ha un unico miniblocco per ogni autovalore (F ciclica)
Ait (

3. F diagonalizzabile = modi elementari = e (esponenziali puri)

4. )\ € C autovalore = )\ autovalore = modi reali tXe”* cos(wt), tke?t sin(wt)

L) -+ (w
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Evoluzione libera

x(t) = Fx(t) + GutE),  x(0) = xo
y(t) = Hx(t) + Jukt]

y(1) = yi(t) (B To)= - ey,
@ s

= combinazione lineare di vettori contenenti
i modi elementaril
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In questa lezione

> Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo continuo
> Analisi modale di un sistema lineare a tempo continuo
> Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo continuo
> Matrice di trasferimento e equivalenza algebrica

> Addendum: calcolo di ef* tramite Laplace



Carattere dei modi elementari

A € C: thieht = thigloitiwNt — thigoit(cos(w;t) + isin(w;t))

M OI o et cos(wt)
X y A t
ot os(wt ' : ) 0
e cos(ut) ‘:T' , o divtnagute
X ¥ 11“
=t W
‘ VAVAVES
cowvlpin Tt Lirita to
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Carattere dei modi elementari

___ NeC: thighit = thigloitivit — thigoit(cos(w;t) + isin(w,t))
[k;#0] ki1 g tetend

t X /7 J LAV U
CO’V\,V*UL"JQ/\A{. [ l x ( \\\

4 Yo \
A < Lo 44:
I\ [ ~ | veﬂyw"c

divergute

~
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Carattere dei modi elementari

\i € C: thieht = thigloitiwNt — thigoit(cos(w;t) + isin(w;t))

€

V.‘=?§ V;>‘3,’
F

limitato o divergente

(¢
(¢}
2
-
.
7
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Comportamento asintotico

F € R"™" con autovalori {/\i}fle
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Comportamento asintotico

F € R™" con autovalori {\;}4_;
V {—,, >(0

R[N] < 0,Vi — eft 170 (0 — y(t) = Heftxg %00
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Comportamento asintotico

F € R"™" con autovalori {/\i}fle

%[)\,] < O,VI g eFt t—>_oo> 0 — _y(t) — HeFtXO t—oo 0
A 7%
%A;SO,Vie Ft |+ B e o
v = g se R[] =0 e limitata = y(t) = He""xy limitata
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Comportamento asintotico

F € R"™" con autovalori {/\i}fle

%[)\,] < O,VI <~ eFt t—)_oo> 0 — _y(t) — HeFtXO t—o0 0
3%[)\,] S 0, Vie Ft |+ B e o
v = g se R[] =0 = e limitata = y(t) = He""xy limitata
3 \; tale che R[\;] > 0 - o B ‘I/ RV
oRN]=0ev; >g — e"t non limitata = y(t) = He''xp
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In questa lezione

> Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo continuo
> Analisi modale di un sistema lineare a tempo continuo
> Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo continuo
> Matrice di trasferimento e equivalenza algebrica

> Addendum: calcolo di ef* tramite Laplace



Evoluzione forzata

x(t) = Fx(t) —I— x(0) = xo
y(t) = Hx(t) +

AaV’Ludeh'tfm Jz_uyb {H&“i
x(t) = xi(t) + x¢(t), x(t) = eftxg, xe(t) 77

y(t) = yo(t) +ye(t),  yi(t) = Heftxg, ye(t) 77
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Evoluzione forzata
x(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0) =xo

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

—— 0
=x(t) . =x¢(t)

y(t) = Hefxg+ [ [HeFU"G + Ji(t — 7)]u(r) dr
—~ 0
=ye(t)

=yr(t)

w(t) = He G + J5(t) = risposta impulsiva
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Evoluzione forzata (con Laplace)

sX(s) — xo = FX(s) + GU(s)

V(s) 2 L[v(t)] = / T U(t)etdt
Y (s) = HX(s) + JU(s)
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Evoluzione forzata (con Laplace)
sX(s) — xo = FX(s) + GU(s) -
V(s) 2 L[v(t)] = / v(t)e stdt

Y(s) = HX(s) + JU(s) )

X(s)= (sl — F) 'xo+ (sl — F)'G

:XZ(S) :Xf(S)
Y(s) = H(sl — F) 'xo +[H(sl — F)™*G + J]U(s)
=Yi(s) =Y¢(s)
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Equivalenze dominio temporale/Laplace

1. W(s) = L[w(t)] = H(sl — F)"'G + J = matrice di trasferimento

2. L[] = (s/ — F)™! = metodo alternativo per calcolare ef* !l
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In questa lezione

> Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo continuo
> Analisi modale di un sistema lineare a tempo continuo
> Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo continuo
> Matrice di trasferimento e equivalenza algebrica

> Addendum: calcolo di ef* tramite Laplace



Equivalenza algebrica

x(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0)=xo

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

Sia z £ T 'x dove T € R™" rappresenta una matrice di cambio di base
T
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Equivalenza algebrica
x(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0)=xo
y(t) = Hx(t) + Ju(t)
Sia z £ T 'x dove T € R™" rappresenta una matrice di cambio di base
Equazioni del sistema espresse nella nuova base?
Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 6 October 21, 2019

extra

20 / 37



Equivalenza algebrica

z(t) = T7FTz(t) + T 1Gu(t), z(0) = Tx

y(t) = HTz(t) + Ju(t)
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Equivalenza algebrica

z(t) = T FTz(t) + T *Gu(t), z(0) = Tx
y(t) = HTz(t) + Ju(t)

(F, G, H, J) =12 (F = TIFT, G’ = TG, H = HT, J' = J)
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Equivalenza algebrica
z(t) = T*IFTz(t) + T*IGu(t), z(0) = Txo
y(t) = HTz(t) + Ju(t)
(F, G, H, J) —>z:T_1X (F = TFT, G =T71G, H =HT, J = J)
Matrice di trasferimento nella nuova base?
Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 6 October 21, 2019
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Equivalenza algebrica
z(t) = TleTz(t) + T*IGu(t), z(0) = Txo
y(t) = HTz(t) + Ju(t)
(F, G, H, J) ﬂ (F = TFT, G =T71G, H =HT, J = J)
Matrice di trasferimento nella nuova base?
W'(s)=H'(sl — F')'G' +J = H(sl — F)"'G+ J = W(s) !!
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Struttura della matrice di trasferimento

T € R™" = base di Jordan
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Struttura della matrice di trasferimento

T € R™" = base di Jordan

(F, G, H, J) =% (F, = TYFT, G, = TG, H; = HT, J, = J)
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Struttura della matrice di trasferimento

T € R™" = base di Jordan

(F, G, H, J) =% (F, = TYFT, G, = TG, H; = HT, J, = J)

W(S) = WJ(S) = HJ(SI — FJ)71GJ + JJ

Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 6 October 21, 2019

22 /37



Struttura della matrice di trasferimento

0 |---] 0 G
1 Go,.
R N e LT
0 J)\k,ﬁk GAk’lk
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Struttura della matrice di trasferimento

J)\l,l 0 s 0 G)\l,l
0o |J : Gy, 2

F,= . ./\172 . — G, = |- :1 COH = [ Ha | Haz |- | Hae ]
0 oo 0 J)\,ﬁ@k G>\k7£k

W(S) = H,\hl(sl — J,\hl)_l G)\l,l + H)\l’g(sl — J)\172)_1G,\172 + e+ H,\k,gk(sl — J)%gk)_lG)\k,@k +J

:@+ Wi, 2(s) + -+ W, o (s) +J
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Struttura della matrice di trasferimento

gt U
ool L
A A A
miniblocco Jy,; € R = W, (s) = LI 2 L4 i

s—XA  (s—=\)? (s — A\ i)

@ L7 W,y (s)U(s) + JU(s)
i
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In questa lezione

> Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo continuo
> Analisi modale di un sistema lineare a tempo continuo
> Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo continuo
> Matrice di trasferimento e equivalenza algebrica

> Addendum: calcolo di ef* tramite Laplace



Calcolare I'esponenziale di matrice con Laplace

Llef) = (sl = F)™t = eft =L£71(sI — F)™}]

—

. 0 1
Esempio: F = l_l 0]
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Calcolare I'esponenziale di matrice con Laplace
Llef) = (sl = F)™t = eft =L£71(sI — F)™}]

- B 0 1 Fe | cost sint
Esempio: F—[_l O]' € _[_sint cost]
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Condizioni “pratiche” su ciclicita e polinomio minimo

1. F ciclica <= non ci sono semplificazioni tra num. e den. nel calcolo di
—_—

adj(sl — F)

(s = F)" = det(s/ — F)

2. We(s) = polinomio a den. in (s/ — F)~*, dopo tutte le possibili semplificazioni
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(tempo continuo)
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Evoluzione forzata .-
#(0) = F(t) + Gu(t).  x(0) =
$(0) = He(t) + Ju(e) X ({’): F)\({') + CI'M.UT) X(U) =
@O =50+ x0 60— (o) u ({') = H k({') + 7 M{t)
y(t) = yi(t) + ye(t), (t) = He"x. ye(t) J
x (4) 1 15[”1
nYXW Fe - . . \=4 - Ft
FaHo FelR e ¢ imwnfibile e (E,Ft) Sl & Ft
S————

et = ¢ (bt e Gu(t)

e'”(\sé(f) SEt) = e Ga) | & et Al oA
2 (e x(6) = e G alt)
dt
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t - /'+ Fr
[ dle x(m))dr=1| ¢ Gu(r)dr
) 4t )
0 T
— F
-Ft F.0 [ Ft
e x(t) ~e x(0)= | e Gu[(r)dT

o

"R
£ G w(T)dT

X
—
—+~
SN—
fn
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x
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c(f-<)
t-

ddiw 4 Dinac

yp(t) = 5 e 00+ 38

)
E-1) | w(t) dT

A3
T
v

=

= [w*nl|(f)
L

-

w(t)= He ™G+ TSt -

M
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Evoluzione forzata (con Laplace) a»

SX(s) = x0 = FX(s) + GU(s)

¥(s) = HX(s) + JU(s) Ve & = [ e X (t ) = F' X (t) + CT‘\A (+) X (0) = XG

u (t)= Hxt) + T w(t)
J\. v J

V(s) =

v(t)

o>

MOt

L

0

Propricks . L [ ()] = sV(s)~ v(o)

p
s X(s) - x,= FX(s) + GU(s)

Y(s) = HX(s) + 7 0(s)
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X{(S) X4 (5}

P~ y T D}

(s) = (ST~F)1XG t (sT-F)"C;U(s)

e

X
Y(s) = H[sT-F)"v, * H(sI- F)'G UG + UG

~~ > = T

Yil(9) W(s) Ye(s)

/w

1, Yi(s) = X _15{(&) = [H(sI-F)'G *j: U(s)

=1 w*u[é)}

W (s)= wmabyce & f’LM{.uﬂwm"b

2. X, (s) = L x 0]=Z[eftx] = (s1-F) "X,

-~ - =
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Equivalenza algebrica

() = Fx(8) + Gu(t),  x(0) =
400 = H(e) + ) X (f) < FX(H + CT"L[{') x(a) =X,
w(t) = Hx(t) + T w(t)
Sia 22 T-'x dove T € R"™" rappreser di cambio di b J V! / J v

1=T"'%x = x=Tz2
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Equivalenza algebrica

2(t) = TFTz(t) + T Gu(t),

y(t) = HTz(t) + Ju(t)

2(0) = To

L}
(F, G, H, J) =15 (F' = TUFT, G' = T-1G, H' = HT, J' = J) W {S )

Matrice di trasferimento nella nuova

base?

H (sT-F) G+ ]

HT (sT-T7FT) TGt ]

HT (T (sL-F)T)"T7G +

7 1

-/

R (sI-F) AN G tJ

el —(l—] =1

W(s)
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Struttura della matrice di trasferimento

A
miniblocco Jy; € R — W, j(s) = ﬁ i

A
Ga7

ye(t) = £71 |30 Wai(s)U(s) + JU(s)
]

(

A,

v

CNE |
1
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Calcolare I'esponenziale di matrice con Laplace .- back

Ll = (sl - F) 't = eft=L£2|(sl - F)Y)

ESempiu:F:[O *1} F - g

10

Et 1 1]
DDDDDDDDDDDDD i e = L |(s1-F)7|
L J
| f's +4"-1 C S 4| S .:-—1—-7
(¢1-F) = = T |9 T |
15 s*+1 L1 S d —S_ |
A St4q 4
cos (wt) | = $
5 - S+ w?
vﬂgm(m(ﬁ)_t !
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Condizioni “pratiche” su ciclicita e polinomio minimo

adi(sl — F)
eden.in GG )

1. F ciclica <= non ci sono semplificazioni tra num

di(sl — F
24T F) 406 tutte le possibili semplificaziont

2. V(s) = polinomio a den. in Ty
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