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In questa lezione

> Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo continuo
> Analisi modale di un sistema lineare a tempo continuo
> Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo continuo

> Equivalenza algebrica e matrice di trasferimento



Soluzioni di un sistema lineare autonomo?

G. Baggio

N —

— X(t)

x(t)

Caso vettoriale

x(t) = Fx(t),

x(t)

=y(t) e R"

x(0) = xo

x(t) = efxg
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Ft?

Come calcolare e'*

Calcolare eft, F € R"™"

Trovare una matrice T € R™" tale che T"1FT = F, !

G. Baggio
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Calcolo di et tramite Jordan K
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Calcolo di et tramite Jordan
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Modi elementari: osservazioni

CteNt Mt e
(ry —1)!

2

Ajt Ajt

e = modi elementari del sistema
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Modi elementari: osservazioni

2 ri—1
P t' .
, te)"t, —e’\’t, C ey —Ie)"t

Ait

e = modi elementari del sistema

1. Numero di modi distinti associati a \; = dim. del piu grande miniblocco in Jj,

note
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Modi elementari: osservazioni

2 ri—1
. PR t )
e)\,t, teA’t, e)\,t1 e)\,t

, = modi elementari del sistema
(ry —1)!

1. Numero di modi distinti associati a \; = dim. del piu grande miniblocco in Jj,
F adbea
2. Numero di modi distinti complessivi = n (dim. di F) /
solo quando F ha un solo miniblocco per ogni autovalore !

L?%(‘:’( Vi

note
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Modi elementari: osservazioni

CteNt Mt e

2

Ait Ajt

e = modi elementari del sistema

1. Numero di modi distinti associati a \; = dim. del piu grande miniblocco in Jj,

2. Numero di modi distinti complessivi = n (dim. di F)
solo quando F ha un solo miniblocco per ogni autovalore !

3. F diagonalizzabile = modi elementari = e* (esponenziali puri)
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Modi elementari: osservazioni

CteNt Mt e

2

Ait Ajt

e = modi elementari del sistema

1. Numero di modi distinti associati a \; = dim. del piu grande miniblocco in Jj,

2. Numero di modi distinti complessivi = n (dim. di F)
solo quando F ha un solo miniblocco per ogni autovalore !

3. F diagonalizzabile = modi elementari = e* (esponenziali puri)

4. ) € C autovalore = ) autovalore = modi reali t“e”t cos(wt), tXe”t sin(wt)
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Evoluzione libera \\')(Jc) ¥ x(t)

x(t) = /i(/t’f x(0) = xo
y(t) = Hx(t) + Jutt)
g € lﬁr

y(t) = yi(t) = Hetxy = Z tfeA"tv,j
i

— combinazione lineare di vettori contenenti
i modi elementari!
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In questa lezione

> Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo continuo
> Analisi modale di un sistema lineare a tempo continuo
> Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo continuo

> Equivalenza algebrica e matrice di trasferimento



Carattere dei modi elementari
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Carattere dei modi elementari

Ki
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Carattere dei modi elementari

A € C: thight = thigloitivnt — thigoit(cos(w;t) + isin(w;t))

A 4
Q

Y

limitato o divergente
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Comportamento asintotico

F € R™" con autovalori {\;}X;
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Comportamento asintotico

F € R™" con autovalori {\;}X;

R[N] < 0,Vi = 200 — y(t) = Heftxy 2% 0
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Comportamento asintotico

F € R™" con autovalori {\;}X;

R[N] < 0,Vi = 200 — y(t) = Heftxy 2% 0

%[)\,] S 0, Vi e

< Ft 1imi — Ft .
vi =g se R[\] =0 et limitata = y(t) = He''xy limitata

G. Baggio Lez. 6: Modi, risposta libera e forzata (t.c.) 10 Marzo 2021



Comportamento asintotico

8%[)\,] < 0,Vi

%[)\,] < 0, Vi e
=g se R[\;] =0

J\; tale che R[\;] >0
oR[N]=0evr; > g

G. Baggio

F € R™" con autovalori {\;}X;

= et %0 — y(t) = Heltxy =250

< el limitata = y(t) = HeM'x limitata
7 Lo
< e non Ilmltata = y(t) = Hef'xp ?

Liversyube, A,fm@ N Linefaboy/
/ Xo Cowzymle
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In questa lezione

> Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo continuo
> Analisi modale di un sistema lineare a tempo continuo
> Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo continuo

> Equivalenza algebrica e matrice di trasferimento



Evoluzione forzata

x(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0)=xo

y(t) = Hx(t) + Ju(t)
Mwlapwi Tiong, lvfw Cuﬂl“l’

\

x(t\= xe(t) + x¢ (1), x(t) = eftxp, x¢(t) 77

y(t) =l ye(t) Hy(t), ye(t) = Heftxg, ye(t) 77

oUW
Lboen  fonimlon
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Evoluzione forzata

x(t) = Fx(t) + Gu(t),  x(0) = xo

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

x(t) = ef x0+/ F(=7) Gu(r) dr

g

=xg(t) ~

=x¢(t)
. Ft F(t—7) .
y(t) = He ())( +/ [He DG 4 S0t = m)u(r) dr
=ye(t

=yf(f)

w(t) = He™ G + Jo(t) = risposta impulsiva
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Evoluzione forzata (con Laplace)

sX(s) — xo = FX(s) + GU(s)

V(s) £ Llv(t)] = [ v(t)e tdt
Y(s) = HX(s) + JU(s) 0
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Evoluzione forzata (con Laplace)

sX(s) — xo = FX(s) + GU(s)

V(s) 2 L[v(t)] = /0 T u(t)etdt
Y (s) = HX(s) + JU(s)

X(s)= (sl = F)'xo + (s = F) ' G U(s)
—X,(s) —X¢(s)

Y(s) = H(sl — F)"'xo + [H(sl — F)7' G + J]U(s)

N

-~

=Yi(s) =Y¢(s)
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Equivalenze dominio temporale/Laplace

W(s) = L[w(t)] = H(sl — F)"*G + J = matrice di trasferimento

2. L[] = (sl

— F)™! = metodo alternativo per calcolare eft 1!

e ] R

-1 0
[SE_M W] L[est]  ZLsint]
S;‘:*l S'fM ~1 [Sw‘t] Z[COStJ
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In questa lezione

> Modi elementari e evoluzione libera di un sistema lineare a tempo continuo
> Analisi modale di un sistema lineare a tempo continuo
> Evoluzione forzata di un sistema lineare a tempo continuo

> Equivalenza algebrica e matrice di trasferimento



Equivalenza algebrica

x(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0)=xo

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

Sia z 2 T !x dove T € R™" rappresenta una matrice di cambio di base

G. Baggio Lez. 6: Modi, risposta libera e forzata (t.c.) 10 Marzo 2021



Equivalenza algebrica

x(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0)= xo

y(t) = Hx(t) + Ju(t)

Sia z2 T 1x dove T € R"™" rappresenta una matrice di cambio di base

Equazioni del sistema espresse nella nuova base?
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Equivalenza algebrica

2(t) = TLFTz(t) + T2Gu(t),  2(0) = T

y(t) = HTz(t) + Ju(t)
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Equivalenza algebrica

~1

z(t) = T FTz(t) + T 'Gu(t), 2z(0)= Tx
y(t) = HTz(t) + Ju(t)

(F, G H, J) = (F = TYFT, G = TYG, H' = HT, J = J)
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Equivalenza algebrica

z(t) = TYFTz(t) + T *Gu(t), 2z(0)= Tx

y(t) = HTz(t) + Ju(t)

(F. G, H J) =% (F = TYFT, 6' = T-'G, H' = HT, J' =

Matrice di trasferimento nella nuova base?
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Equivalenza algebrica

z(t) = T UFTz(t) + T 1Gu(t), z(0) = Tx
y(t) = HTz(t) + Ju(t)
(F, G, H, J) =T, (FF=T7'T,G=T71G H =HT, J =)
Matrice di trasferimento nella nuova base?

W(s) = H'(sl — F))1G' + J' = H(sl — F)1G + J = W(s) !!
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Struttura della matrice di trasferimento

T € R™" = base di Jordan
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Struttura della matrice di trasferimento

T € R™" = base di Jordan

(F, G H, J) =% (Fy = T-YFT, Gy = T-'G, Hy = HT, J; = J)
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Struttura della matrice di trasferimento

T € R™" = base di Jordan

(F, G H, J) =% (Fy = T-YFT, Gy = T-'G, Hy = HT, J; = J)

W(s) = W,(s) = Hy(sl — F,)"'G, + J,
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Struttura della matrice di trasferimento

. -~ A A
0 J)\Lg : G>\172 Y]
: ' Gy = : Hy = { H>\1,1 ‘ H>\172 ‘ ‘ H>\k7gk }
: 0 :
L 0 J)\,”gk ] G)\kagk j R-k
T
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Struttura della matrice di trasferimento

_ J,\1,1 0 ... 0 G>\171
0o | : G, 2

F;= . .)\172 : 0 6= L Hy = [ Hy ‘ Hi 2 ‘ ‘ Ha e }
0 0 JAk,gk ] GAk,gk

W(S) = H)\l’l(Sl — J)\l,l)_lG)\lyl + H)\172(Sl — J)\172)_1G)\1’2 +

= W)\l’l(S) + W)\LQ(S) + -+ WAk,gk(s) -+ J
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Struttura della matrice di trasferimento

A A LM
s — >\,' (5 — /\,')2 (5 — /\,')r"f

1! \|/ | \l/ v A
Lt At A

miniblocco Jy,; € R*1 = W, ;(s) =

ye(t) = £71 |32 Wi j(s)U(s) + JU(s)
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Modi elementari: osservazioni

i1 . . )
it .., ————e"' = modi elementari del sistema
(ry —1)!

1. Numero di modi distinti associati a \; = dim. del pili grande miniblocco in Jj,

2. Numero di modi distinti complessivi = n (dim. di F)
solo quando F ha un solo miniblocco per ogni autovalore !

3. F diagonalizzabile == modi elementari = e** (esponenziali puri)

4. )\ € C autovalore = X autovalore = modi reali t*e”* cos(wt), t*e”* sin(wt)
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Evoluzione forzat
| (1) = Fx(t) + Gu(t),  x(0) = x .
I (()° Fx(t)r o)
| MO =5 450 %)= xl) 7T
| HO= 0040, )= He ) 7 Lb(ﬁ): HX({:) + '5 k({')
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Evoluzione forzata (con Laplace)
vy OO0 Treas Jgumals. & Lo place
. \V(s) = Z[v(t)J= Sf v(t) et
2] = sV(s) - v(o)
x (£)= Fx(t) +Gult) 3 FSX(g)wc\OJ =F X(s) + GU(s)
- 7
34(&): x(t) t T ult) k\((s)= HXx()+ JU(s)
| (SI-F)X(s)= x(0) * GU(y
)
\ X (s) X4(s)
= ._F L 1 -~ (,U(S'
Y(s) = '|(8T:F)_1x(0)’f H(.gT-F)J'Cﬁj UGs)
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Equivalenza algebrica -
N

— X(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0)=xo

y(t) = Hx(t) + Ju(t) )( ({—] = FX”’) 1 CT'IA.{H
\V A 1 v/
| - N ’ x(0)=x
Sia z = T 'x dove T € R™" rappresenta una matrice di cambio di base 7

Equazioni del sistema espresse nella nuova base? (t L ) + -‘ u (t)
\ S

=T 'xt) = x{t) =Tz
x(t)= Tzt




Equivalenza algebrica

2(t) = T1FTz(t) + T 'Gu(t),  z(0) = Txo

y(t) = HTz(t) + Ju(t)

7

(F, G H, J) =T (F = TUFT, 6@ = TG, H = HT, J' = J) Z = ( F C H )
yd
atri asferimento nella nuova base? AN " iy v/
(

2= (TUFT, TG, 4T, J)
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Struttura della matrice di trasferimento
miniblocco Jy, j € R = W) j(s) = % + G :42)\’,)2 + (s fliyu
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