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Nella scorsa lezione

> Esempi di modelli di stato lineari
> Funzione di trasferimento — spazio di stato

> Esempi di modelli di stato non lineari



In questa lezione

> Traiettorie di stato di un sistema

> Punti di equilibrio di un sistema (con e senza ingressi)
> Stabilita semplice e asintotica di un equilibrio

> Linearizzazione di sistemi non lineari (con e senza ingressi)



Traiettorie di stato e ritratto di fase

> GmFovowy /\ :
[~ o X o « (t)
x(t) = f(x(t)),]t eR, (t.c.)
x(t+1)=f(x(t), teZ, (td.)
> X4

Traiettoria di stato del sistema relativa a c.i. x(0) = xp: {x(t) € R", t > 0}

Ritratto di fase del sistema = insieme delle traiettorie di stato Vxg € R”
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Traiettorie di stato e ritratto di fase: esempi

Sistema lineare tempo invariante scalare (f € R):

x(t) = fx(t), t e Ry (t.c.)
x(t+1)=1f(t), teZy (td.)

_P Xo [<0
A= ‘ﬁ—4|

x(t) = fixg (t.d.) {d. UHM) (|\((<4) 0
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Traiettorie di stato e ritratto di fase: esempi

Dinamica preda-predatore («, 3,7, > 0):

A

{sq(t) = ax(t) — Bxa(t)x(t)
Xo(t) = yxa(t)x(t) — ox(t)

><V

1
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In questa lezione

> Traiettorie di stato di un sistema

> Punti di equilibrio di un sistema (con e senza ingressi)
> Stabilita semplice e asintotica di un equilibrio

> Linearizzazione di sistemi non lineari (con e senza ingressi)



Punti di equilibrio

(6) = Fx(t)), te Ry (tc) xeR — XeReq —> {(¥)=0

(t+1) = Fx(t), t€Zs (td) wel eq. — ¥={(x)

Definizione: x € R"” e detto punto di equilibrio del sistema se preso x; = X,

x(t) =X, Vt

1V
o

nXNn

x=Fx , FeR §eﬂ2“eq--—> Fx=0 — xe Ket F

I\l M.'_' :o
\ v el e — %= Fx {\/eﬂZ.’r\/
x(t+)= Fx(t) © x€ell «. x = Fx ~ L
U:-:)g:o _ 5 Y e Kot (I——L)
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Punti di equilibrio

x(t) = f(x(t)), t e Ry (t.c.) X equilibrio <= f(x) =0

x(t+1)=f(x(t)), t € Z, (td.) x equilibrio <= X = f(x)

Definizione: x € R"” e detto punto di equilibrio del sistema se preso x; = X,

x(t)=x, Vt>D0.
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Punti di equilibrio

x(t) = f(x(t)), t e Ry (t.c.) X equilibrio <= f(x) =0

x(t+1)=f(x(t)), t € Z, (td.) x equilibrio <= X = f(x)

Definizione: x € R"” e detto punto di equilibrio del sistema se preso x; = X,

x(t)=x, Vt>D0.

x €kerF={xeR": Fx =0} (t.c.)
Caso lineare: x equilibrio <=
xcker(F—=1)={xeR": (F-NHx=0} (td.)
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Punti di equilibrio: esempi

1. x = x(1 — x) s xell eq s Y(’lﬂO:O\d%:/\
2 - '—Z:_ ~:
2 K=l — Xeﬂzfq’<—-> X +14=0 X 1 X m’]/mm
c g e
S _ - -%,=0 _
0 2 32: 3_(:1 ZYZ:O o)
- %,
T
_ - 1 _ T = _
4. x = 01 gx—> xeR &g <> Fx=0 J7%70 X:[O] <P
) ) O:U o< . . r
(72N %MLLJ‘L-
G. Baggio
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Punti di equilibrio: esempi

1. x=x(1-x) —>  due equilibri: X =0,1
2. x=x>+1 —>  nessun equilibrio
3. x= 10 X —  unico equilibrio: x = [O-
0 2 0
4. x = __01 8 X —> infiniti equilibri: x = [g aelR
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Punti di equilibrio in presenza di ingressi

x(t) = f(x(t),u(t)), t e Ry (tc.) x = Fxt Gu

w(t+1) = F(x(t).u(t), t € Zo (ed)  x(t01) = Fx(H) 1 Gult)

u(t) costante, u(t) =u, Vt >0

LINEAR] FX=-CGu
o __ 7
f(x,u) =0 — Fxt+Gu=0 (t.c.)
X equilibrio — _ _
x=f(x,0) > x=FX+4uw (t.d.)
\
(F-I)%=- G
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Punti di equilibrio in presenza di ingressi

x(t) = f(x(t), u(t)), t € Ry (t.c.)

x(t+1) = f(x(t),u(t)), teZ,y (td)

u(t) costante, u(t) =u, Vt >0

caso lineare

f(x,0)=0 | Fx=—Gi (t.c.)

X equilibrio —
x = f(x, ) (F—NHx=—-Gu (t.d.)
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Punti di equilibrio in presenza di ingressi: esempi

3. {xl(t + 1) = x(t)

x(t+1)=x2(t)+ o

G. Baggio

s xell eq. = w=0

P oopbin

FytGu=0 - F¥=- Gu

—
— o] —
0 d %] - - { T
g -1 % 1
= — A
0=0 %= LER
—;Z'L = - ’T,\, T/{/ s CCIJ{M,L-LJI:I
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Punti di equilibrio in presenza di ingressi: esempi
l. x=u, t#0 — nessun equilibrio

. 0 O 0| _ e . «
2.x—[O _1]x+[1]u — infiniti ethbnx-[a,ozE]R

nessun equilibrio se u > %

_ 1
xa(t+1) = () _ = un equilibrio x = %] se i = &
xo(t+1) = xZ(t) + u 2 :
1+/1—40
due equilibri x = | || 214u] se U < %
2
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In questa lezione

> Traiettorie di stato di un sistema

> Punti di equilibrio di un sistema (con e senza ingressi)
> Stabilita semplice e asintotica di un equilibrio

> Linearizzazione di sistemi non lineari (con e senza ingressi)



Stabilita semplice = ((x)  x(ket) = £(x(0)

Definizione: Un punto di equilibrio x € R" & detto semplicemente stabile se Ve > 0,

36 > 0 tale che ngvme, Eudidea l(xll= VE x?
/7 (=4

o —X|| <8 = |Ix(t) —x|| <&, Vt>o0.
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Stabilita asintotica ahratiivibs S5 Shabilibn smplice

Definizione: Un punto di equilibrio X € R" e detto asintoticamente stabile se:
©® X e semplicemente stabile e (quvafki)

® |im x(t) = X per ogni xp € R" “sufficientemente vicino” a X. ‘—l “
oo

&

J
bavmy &HM%{W

~=n$ bauw clia,“rmﬁiw\,

note
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Stabilita semplice e asintotica: osservazioni

1. Le definizioni di stabilita semplice/asintotica hanno carattere locale.
Se la condizione (ii) della stabilita asintotica vale per ogni xo € R" allora
si parla di stabilita asintotica globale.
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Stabilita semplice e asintotica: osservazioni

1. Le definizioni di stabilita semplice/asintotica hanno carattere locale.
Se la condizione (ii) della stabilita asintotica vale per ogni xo € R" allora
si parla di stabilita asintotica globale.

2. Per sistemi lineari si puo parlare di stabilita del sistema invece che del
punto di equilibrio. Infatti, con un opportuno cambio di variabile, si puo
sempre “spostare” I'equilibrio in X = 0.

w = Fx 310 —— Sy, (t)= (4] - 3><({)= Sy(t) +%

F & .(€)

x
=
—
+
- x|
< |
I\
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In questa lezione

> Traiettorie di stato di un sistema

> Punti di equilibrio di un sistema (con e senza ingressi)
> Stabilita semplice e asintotica di un equilibrio

> Linearizzazione di sistemi non lineari (con e senza ingressi)



Linearizzazione attorno ad un equilibrio

l__) nwow- leuu‘u,

x="f(x), teRy sistema scalare, X € R punto di equilibrio
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio

x="f(x), teRy sistema scalare, X € R punto di equilibrio

Oy L x_Xx — 2 coh hovwnanbo MJ&‘ eﬁAM'L'Lm'O

=0 =0

f(x) = f(x) + &f(x)é + 2 f(X)2 4+ ... = f(X)+ —f(X)d

0 2dx? dx

‘/) M?O\/\/\/h(av\e/ i Wue b Ta\%_z/b OLHW S

X|
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio

x="f(x), teRy sistema scalare, X € R punto di equilibrio

A -
0y = X — X

_ d __ 1d> . _ d __
Felk
C—"—
: d
Sistema linearizzato attorno a x: Ox = &f(i) Ox

G. Baggio Lez. 4: Equilibri, stabilita, linearizzazione 3 Marzo 2022



Linearizzazione attorno ad un equilibrio
/ wn- LWAM’O'VL&QQ
fi(x)

x=f(x)=| : |, teR, sistema n-dim., X € R” punto di equilibrio
fa(X)
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio

fi(x)
x=f(x)=| : |, teR, sistema n-dim., X € R” punto di equilibrio
fa(X)

A —
0y = X — X

f(X) = f()?) + Jf(>‘<)5x + ... =X f()_<) + Jf()?)5x

oX 2X
of; 1 ) o™ nk N
Jr(x) = [ 8(X ] € R"™" = Jacobiano di f = S cR
Xi |i=1,...n >
S n\zwﬁ/\:’& %!é: %L; J
- X4 A
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio

fi(x)
x=f(x)=| : |, teR, sistema n-dim., X € R” punto di equilibrio
fa(X)

A —
0y = X — X

f(X) = f()?) + Jf(>‘<)5x + ... =X f()_<) + Jf()?)5x

of;
Jr(x) = [ x ] € R"™" = Jacobiano di f
OX; |i=1,..n
j=1,...,n
Sistema linearizzato attorno a x: Oy = J¢(X) 6,
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X1
I

1. x =sinx 0
T

X1
I

2. x=ax3> a€eR, x=0

3 X1 = —Xo + x1x22 x|
. ).(2 :X1—|—X25

Linearizzazione attorno ad un equilibrio: esempi
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio: esempi
o x=0 O =6
= — X X
1. x =sinx 5= b, = —6, 0. 2 x—1
2. x=ax3> a€eR, x=0 — 5, =0

il N
Xo = X1 + X5 X2 0 1 0
3 Marzo 2022
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio in presenza di ingressi

sistema n-dim., x € R"” punto di equilibrio

x=f(x,u), teR . .. _
(x, u) + relativo all'ingresso costante u € R™
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Linearizzazione attorno ad un equilibrio in presenza di ingressi

sistema n-dim., x € R"” punto di equilibrio

x=f(x,u), teR . .. _
(x, u) + relativo all'ingresso costante u € R™

f(x,u) = F(x,0) + JY(%,0)6, + S (x,0)0, + . ..

I (x, u) = [af,-(x, u)]

aXJ i=1,...,n
j=1,...,n

. m
e Rnxn, J}U)()(7 LI) — lafl(xa U)] )

an
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sistema n-dim., x € R"” punto di equilibrio

x=f(x,u), teR . .. _
(x, u) + relativo all'ingresso costante u € R™

f(x,u) = F(x,0) + JY(%,0)6, + S (x,0)0, + . ..

j= j=1,....m

Sistema linearizzato attorno a x: |0, = J(X)(' 0) 0, + (%, 1) 0
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Punti di equilibrio in presenza di ingressi: esempi

1 x=0, 640

el e

N {)q(t +1) = x(t)

x(t+1)=x3(t)+0

aaaaaaa

l

(%, = X, (o

X € ﬂll o L'Lﬂ,{n <—>Z b 4
K l - <l = _1_ v - _
- Xq = X, t X, X4+'|A—O
[%] \ S
[ %] A
S, 4t A1 4%
2

— — — (1,
’l\ 1- Aru<0 - ’IA>'I/4_ — X(f ) ﬁuownc (new

A

— ¢ auiliby

/

2)1- 4u=0 — w7, — g :’4/

J &4 1 /
2
— 1,7

— X= /1 1 eo{:
1,
3) 1= 4%>0 — W < X e R
(1w
— (Y

Zeo},




Stabilita asintotica

Definizione: Un punto di equilibrio X € R" & detto asintoticamente stabile se:
@ X & semplicemente stabile e
@ im x(t) = X per ogni xp € R" “sufficientemente vicino” a x.
o

aaaaaaa

x (tlef

x=0

affralive ¥ x, e R

— X5 o x-S = Ixl)-xl<s

¢ =1
L

— X fhon @ AM\I\?XAC{’/W\-?N\\'Q/ A{\m\bl




Linearizzazione attorno ad un equilibrio: esempi

aaaaaaa

0 o
1) x= sim¥x —7 %¥=0 Y Sy T x-X=X — 9§y =CosX 8.7 Sy
) X=ET —7 §x= X-T — SXerS§5y=~§>(
[
T
0
' X 1
2) x=dx* «eR ¥=0 —> S,3X-X = §,> 34X §x =0
r [\ \
ta (%) g
WL
3) /x,=-xl+><4><q =[O
]\m: Mot X LOJ
W
, - - 1
_3_‘\[__‘1_ '31—4 )(?/ —4 +2X,‘X-L
3‘(’(X): 3X4 axl =
3{7_ a&_ /[ 5)(,4
T 0 %4 0 Xz )
_ 1] C g =]
1.(x) =| Y 1 —  §y = 3
Jtr N/ 4
1 g




