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Nella scorsa lezione

> Classificazione di sistemi

> Rappresentazione di sistemi

> Sistemi lineari in spazio di stato

> Esempi di sistemi a tempo continuo

> Esempi di sistemi a tempo discreto



In questa lezione

> Motivazione: soluzioni di un sistema autonomo

> Calcolo deII'esEonenzig!g g'! matrice: metodo diretto

> Concetti base di algebra lineare
> Calcolo dell’esponenziale di matrice: diagonalizzazione

> Forma canonica di Jordan: idea generale
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Soluzioni di un sistema LTI autonomo?

——

g — T —— ()7

x(t) = Fx(t)
Tem ntinuo: x(0) = x
empo continuo J(6) = Hx(t) (0) 0
Come 40wo l-D\H‘C Lo /)vl,qb{m‘ Lz
x(£) 7 y(6)7
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Soluzioni di un sistema LTI autonomo?

ut] —— L _— x(1)7?

Caso scalare  x(t) =y(t) eR
ei'K
x(t) = fx(t), x(0)=xo

x(t) =77
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Soluzioni di un sistema LTI autonomo?

uft] —— Y o x(t)?77?

f2t2
t_/-»x(t)eftxo/r<1+ft+2|+---+ .

wue Tmﬂ.d‘l
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Soluzioni di un sistema LTI autonomo?

ut] —— L _— x(1)7?

Caso vettoriale  x(t) = y(t) € R"

rR‘hx'K, g—
_ f
x(t) = Fx(t), x(0)=x
x(t) =77
Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 3 October 8, 2019

8/ 45


iPad

iPad

iPad


Soluzioni di un sistema LTI autonomo?

ut] —— L _— x(1)7?
x(t)

Caso vettoriale  x(t) = y(t) € R"

x(t) = Fx(t),  x(0) = xo

x(t) = eftxg = 77

l

&yr.mmbiah & walue
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Soluzioni di un sistema LTI autonomo? Xon

2 . ™ >
w— | oy —ﬁi
x(t)
T
Caso vettoriale x(t) = y(t) e R" - neue ben dof.
comv{nrf.\ fmu,:r:e,

x(t) = Fx(t),  x(0) = x l

’Mo."ld‘f?.

- (e e
2]
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In questa lezione

> Motivazione: soluzioni di un sistema autonomo
> Calcolo dell’esponenziale di matrice: metodo diretto
> Concetti base di algebra lineare
> Calcolo dell’esponenziale di matrice: diagonalizzazione

> Forma canonica di Jordan: idea generale



Come calcolare eft, F € R"™"?

Giacomo Baggio

F N Fntn
Usiamo la definizione: D
n>0
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Come calcolare eft, F € R"™"?

Fntn

nl

. .. A
Usiamo la definizione: e £ >
n>0

. 10
Esempio 1: F = [O 21

N N i

n volte
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Come calcolare eft, F € R"™"?

Fntn

nl

. .. A
Usiamo la definizione: e £ >
n>0

oy . .Y -
caso piu in generale: F diagonale & W c<om Acalamy

clR
i O 0 efit 0 0
F_ |0 R : IS eht
0 0
0 0 f, 0 0 eft
T
e R
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Come calcolare eft, F € R"™"?

Fntn
n!

. .. A
Usiamo la definizione: e £ >
n>0

oA |11 A |01
Esemp|o2.F—[O 11—I+N, N—[O 0]

(i) N° = 1, NE = [831, N2 = [88], A° = 38 e e
—
Sy Al+N I N © [0 et]
(ii) etV = e'e
IMC-TdS-1920: Lez. 3 October 8, 2019

Giacomo Baggio

13/ 45



Come calcolare eft, F € R"™"?

Fntn
Usiamo la definizione: e £ >
n>0 n!
1\0 010
Esempio 3: F = |0 1| =/+N, N21J0 0 1
00 000
- 010 001 000 ,
() we =1 W= [ d]. e = [g86] v = [g88] e
= =10 e te
" 0 0 €
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Come calcolare eft, F € R"™"?

Usiamo la definizione: et & 2 py Mk'—C Ky Wk
- - k
Kk : N =0
caso piu in generale: F “quasi”—dia%m\ale/—r milloobtuti
> F=T1+N
(’ eft  teft ... (;":11)! eft

F = — et | 0 et . :
0 0 eft

Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 3 October 8, 2019 15 / 45


iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad


Come calcolare eft, F € R"™"?

Fntn

nl

. .. A
Usiamo la definizione: e £ >
n>0

. 0 1
Esempio 4: F = [_1 0]

FOZI, FIZF, F2:—/, F3:—F, F4:/,... s oFt — [COSI’ smt]

—sint cost
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Calcolo diretto di et

Metodo di calcolo diretto tramite definizione
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Calcolo diretto di et

Metodo di calcolo diretto tramite definizione
> d,m
(/ 7 v M}wh

utile in casi “semplici”...

...ma come fare in casi piu complessi (F “piena” e senza “struttura”)?
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Calcolo diretto di et

Metodo di calcolo diretto tramite definizione

utile in casi “semplici”...

....ma come fare in casi piu complessi (F “piena” e senza “struttura”)?

r-) combic L bae {-M & ]d’lJ«M

Strategia: Trasformare F in una forma “semplice” (diagonale o quasi-diagonale)!
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In questa lezione

> Motivazione: soluzioni di un sistema autonomo
> Calcolo dell'esponenziale di matrice: metodo diretto
> Concetti base di algebra lineare
> Calcolo dell’esponenziale di matrice: diagonalizzazione

> Forma canonica di Jordan: idea generale



Vettori e basi in IR” (’RM,'R/ t, )

1. L'insieme (di vettori) R" con campo (di scalari) R dotato delle consuete oper-
azioni di somma tra vettori e prodotto di vettore per scalare, &€ uno spazio vettoriale.

2. | vettori vy, ..., v, € R" sono detti linearmente indipendenti (dipendenti) se
A ——
v+t v =0, ;R = (#)ar=--=0a,=0.
3. | vettori vq, ..., v, € R" formano una base di R” se:

i) generang R": Vv € R”, Ja; € Rt.c. v=a3vy + -+ + ap v s -
< kim

(i) sono linearmente indipendenti
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Trasformazioni lineari

1. Una trasformazione f: R™ — R" si dice

(i) f(Vl + V2) = f(Vl) + f(VQ), Vvl, Vo € R™ (O(Jl{i'l-\/;l‘a\‘)
(i) f(av) = af(v), VYveR™ VaeR (OWWH\)

2. Una trasformazione lineare f: R™ — R"” & completamente individuata dalla sua
restrizione ai vettori di una base B di R”.
C ———

3. Viceversa, data una base B di R™, una trasformazione f: B — R" si pud
estendere linearmente in modo unico all'intero spazio R™.
/
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Trasformazioni lineari e rappresentazione matriciale

1. Fissata una base Bl di R™ e una base B; di R” ¢ possibile rappresentare una
trasformazione lineare f: R™ — R” con una matric R™™ tale che

— ¢ imvedibile
2. Fissata una base B di @ sia F/€ R™" la matrice che rappresenta la trasfor-
mazione lineare f: R" — R". Sia T_€ R™" la matrice di cambio di base da B di
R™ ad una “nuova” base B’ di R". La matrice che rappresenta f nella nuova base ¢

F' =T 'FT.
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Matrici: fatti base Fv , veR™  w eR™ = I_JH
nxnmn, "

1. Sia F € R™m
_— ker FE{veER™ : Fv =0}, audao, Apatio il Lo

imFE{weR": w=4v,3v € R"}. imwmaging
F —

2. Sia F € R™" un vettore v € C" tale che Fv = \v, A € C, & detto autovettore
di £ ispondente all'autoval

3. Gli autovalori {\;}%_,di F € R™" sono le radici del polinomio caratteristico
o™

Lt(O1-F) P(N) = det(F — M) =T — A (A — )2 (A — A%, = Ap(A]

dove v; & la molteplicita algebrica dell’autovalore \;.
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Matrici: fatti base

4. Ogni autovettore v relativo all’autovalore \; di F € R"*" soddisfa

(F=Xl)v=0, VE Ken (F" :\EI) : %l’o'iyu,kfu
rwefrica nollufivo o 2]
5. La molteplicita algebriea g; di autovalore A\; di F € R"*" & il numero massimo

di autovettori linearmente independenti associati a \; e coincide con

g = dimker(F — \;/). v, ¥ 7 (
Teomae & clin?waléuatim
6. Se v; = g; per ogni autovalore \; di F € R"*" allora F & diagonalizzabile, ie.,
esiste una matrice di cambio di base T € R"" tale che -
- [Va,--., Va]

Fp2 T7IFT & diagonale. |:h = 44'.,.7 (Aq, e s Ak)
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Esempio: diagonalizzazione

F= [_01 é] F diagonalizzabile?  Se si, calcolare T.

M=ivnn=1g=1 M=—i,1n=1 g =1 — F diagonalizzabile v~

T= ll. 1.1 = Fp=T'FT = L’) _OI,]
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In questa lezione

> Motivazione: soluzioni di un sistema autonomo
> Calcolo dell'esponenziale di matrice: metodo diretto
> Concetti base di algebra lineare
> Calcolo dell’esponenziale di matrice: diagonalizzazione

> Forma canonica di Jordan: idea generale



Calcolo di et tramite diagonalizzazione

F € R"™*" diagonalizzabile (v; = g; per ogni autovalore )\;)
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Calcolo di et tramite diagonalizzazione

F € R"™*" diagonalizzabile (v; = g; per ogni autovalore )\;)

|

Esiste T € R™" tale che Fp = T-'FT diagonale
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Calcolo di et tramite diagonalizzazione

F € R"™*" diagonalizzabile (v; = g; per ogni autovalore )\;)

|

Esiste T € R™" tale che Fp = T-'FT diagonale

Come ci aiuta questo nel calcolo di ef*?
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Calcolo di e/ tramite diagonalizzazione

F € R"™*" diagonalizzabile (v; = g; per ogni autovalore )\;)

F=TFpT ! = eff=¢TPT

(TFoT—t)" = T(Fpt)" T+ = eft = Tefor 71
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Calcolo di et tramite diagonalizzazione: esempio

F = [_01 é] calcolare eft tramite diagonalizzazione di F.

extra

i —i 0 —
_ cost sint
eft = TefotT-1 = )
—sint cost
Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 3
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In questa lezione

> Motivazione: soluzioni di un sistema autonomo
> Calcolo dell'esponenziale di matrice: metodo diretto
> Concetti base di algebra lineare
> Calcolo dell’esponenziale di matrice: diagonalizzazione

> Forma canonica di Jordan: idea generale



. . Collecolane Lo nolupions x = Fx , X (o)=%,
Obiettivo |

Calcolare eft, F € R™"

Trovare una matrice T € R"" tale che T1FT diagonale
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Obiettivo

Calcolare eft, F € R™"

Trovare una matrice T € R"" tale che T1FT diagonale

I.» Vi>‘}f

Non sempre possibile!!! Che fare quando non esiste una tale 77
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Obiettivo

Calcolare eft, F € R™"

Trovare una matrice T € R"" tale che T1FT diagonale

Non sempre possibile!!! Che fare quando non esiste una tale 77

Trovare una matrice T € R™" tale che T-'FT “quasi” diagonale!
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Esempi

01 — — —

F-21- [%:}

1. F= [1 O} = M =111=2 g =2 = 1y = g diagonalizzabile v
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1 0]
1.F:_0 .
11
2.F_11

Giacomo Baggio

extra

— M =111=2, g =2 = v = g diagonalizzabile v~

—— )\1:2,V1:1,g1:1,)\2:0,V2:1,g2:1

— v; = g; diagonalizzabile v~
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1 0|
1.F:_0 .
11
2.F_11
3. F— |11

Giacomo Baggio

extra

M=11v=2 g =2 = v, = g diagonalizzabile v

)\1:2,V1:1,g1:1,)\2:0,V2:1,g2:1

v; = g; diagonalizzabile v~

M=1,1=2 g =1 = 11 > g non diagonalizzabile! X
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Forma di Jordan: idea generale

F € R™" con autovalori {\;}%, v; = molteplicita algebrica );

g = molteplicita geometrica J;
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Forma di Jordan: idea generale

F € R™" con autovalori {\;}%, v; = molteplicita algebrica );

g = molteplicita geometrica J;

Caso 1: v; = g; per ogni i = F diagonalizzabile v~

Caso 2: Esiste i tale che v; > gi = F non diagonalizzabile X
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Forma di Jordan: idea generale

F € R™" con autovalori {)\i}ffﬂ

v; = molteplicita algebrica \;

g = molteplicita geometrica J;

Caso 1: v; = g; per ogni i = F diagonalizzabile v~

Caso 2: Esiste i tale che v; > gi = F non diagonalizzabile X

possiamo trasformare la matrice in una forma a

blocchi diagonali o “quasi” diagonali (forma di Jordan)

Giacomo Baggio

IMC-TdS-1920: Lez. 3

October 8, 2019
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Forma di Jordan: idea generale

F € R™" con autovalori {\;}%, v; = molteplicita algebrica );

g = molteplicita geometrica J;
Caso 1: v; = g; per ogni i = F diagonalizzabile v~
Caso 2: Esiste i tale che v; > gi = F non diagonalizzabile X

possiamo trasformare la matrice in una forma a
blocchi diagonali o “quasi” diagonali (forma di Jordan)

...e i blocchi “quasi” diagonali hanno la forma di slide 15! "
0 ---
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Come calcolare e, F € R"™*"? e
Usiamo la definizione: e 25" T8 Ft e n n
- e = Z_ F ot
Esempiol:F:[; g] n=o —_—
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2 31
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Come calcolare e, F € R"™*"?

Usiamo la definizione: eft 2

01
Esempio 2: F = [o 1] I+N, N2 {0 0}

-

0 I TR )
DDDDDDDDDDDDD Lo 1]
) ort o7, [1 470, [PA][1 ] [1AT[1 2] ¢
e = |1 T L A el L L.
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N——N\ s -
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[1 2 4 27
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2D IU1 ’01
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u
g
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w0

e MW4:M

SN 2 SIS 3 A 7.

| 1 - 1)! k= &I


iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad


2) wabodo ™ luthy "

PrLoEth;- AeIKwM, Be,@’"m re |AB=BA[=> e "C=p eb=p8p0

] e e
— ~—— — )
~ q - o] -
F= [T =0 t+ |91 Ne T commubams !V
u 1 (@ 1 o o]
IN=N = Z4 NL= N"(-
LCC ] )_oo
s (T+N)E T A ot 01 r4 ¢+ r ot Fp[‘
-t (LE+N) € Lt NT | 1 t € <
e =2 = e e =] _ .t ~ 4| = _ ¢
[0 ¢ ] O 1] U e
Nt 1 o 1] 1
e < [0 [OTOE L (N*=o k32
otl "locl Tleo||louc]y \ y
Nrr—
[o 01
o ol



iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad


[0 1 0]
o c1 |
L 0 00|

N =

IT
— <
h p— -
. W
O« ~
<< O °©
J
SO o
”
L =
6 O
ES
Bwo
v oo
I
ﬂe
£ 1
[ J—
le=s
I onee =
© o oo ooo
L <l I
o~ u o
S8 = =
< b= . =
& & = puo=o
v ¥ B3R
w o Il J Il
= -
%o 5 aeo s o
[ nee =2 E
m [ [
kel - z
B & =
M 2 Il
§ 5 =
S & =

pf 4ot ""191 T
2
T
P

©

Ll-

l—z{ ~

"{'Ih-l
vu
et0
Oet

(4
0
]

(T 4\
(TNt

{

Ft

Al
N

N“o K23

g0 1 fl
d
(v v b

g10]

| 0 00

100
g4

901



iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad


Come calcolare e, F € R"™*"?

Usiamo la definizione: ¢ £ 3" 71
&l

R
Esempio 4: F7[71 0]

—+
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Trasformazioni lineari e rappresentazione matriciale en back
1. Fissata una base By di R e una base 5, di R" & possibile rappresentare una
trasformazione lineare £ R™ — R” con una matrice F € R™™ tale che

f(v) = Fv. W eR™ '('

(v)=Fv, We X o V|

[3 J z
2. Fissata una base B di R”, sia F € R™" la matrice che rappresenta la trasfor- ﬂ
t

mazione lineare f: R" — R". Sia T € R"" la matrice di cambio di base da B di
R" ad una "nuova” base B' di R”. La matrice che rappresenta f nella nuova base & / } v
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Esempio: diagonalizzazione -]

Fo [0 ‘], F diagonalizzabile?  Se si, calcolare T.

-10 !

M=im=lLg=1 =—im=1g=1 = Fdagonalizabile F - [ g ,‘l I: JA'D\%W,,LEEQL;IQ ?
T:[l 1}:F:T FT:[S “] _'4 0 d

e m, T
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1) Actove oy

Autoveltou redahive a Apz( (F‘A‘II)V =0
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Calcolo di e tramite diagonalizzazione e back

F € R™*" diagonalizzabile (v; = g per ogni autovalore )

e = e Fdiegoalizeabile

3T . Fp=T"'FT = F=TF, T
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Calcolo di e tramite diagonalizzazione: esempio e

F= {701 é] calcolare e tramite diagonalizzazione di F.

11 [P0
T,[’ ﬂ.]n,fr Fr,[o 7’]
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Esempi a»

LF= [é ﬂ — M=Ln=2g=2 = =g diagonalizabile

2,F:B ﬂ — M—2um-La—LA=0m-1g-1

F < 1
— 1, = g diagonalizzabile

e I Y |

Lt F= T 3,
i1

et F=0 ™ 2A,=0
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LF= [é ﬂ — M=Ln=2g=2 = =g diagonalizabile
~ -
-
10
2,F:[1 l]::»/\1:2,1/1:1,g|:1‘)Q:OJ»;:ngzl F = 1 i
= v, = g diagonalizzabile +/ O 1

cL‘az oW o.L-l?:HLIJ{ 7

1-2 1

d |0

RN

2) Avtovelbu & F relabivi o A=

-

Ve (F-31I)v4;0 0 1] Vi | -

C

Vi, =0

i a OJ v1,1- L

o

0 =0

V47 9, = F v e Ja'm}wubztulu{h ‘



iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad


