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noi siamo qui

concetto di sistema

sistemi in
spazio di stato

equilibri e
linearizzazione

soluzioni e
analisi modale

stabilità
(cenni)

raggiungibilità
e controllabilità

retroazione
dallo stato

osservabilità e
ricostruibilità

stimatori
dello stato

sintesi del
regolatore



Nella scorsa lezione

Û Classificazione di sistemi

Û Rappresentazione di sistemi

Û Sistemi lineari in spazio di stato

Û Sistemi in spazio di stato in Matlab
R�

dinamici
deterministic causali lineari tempo invarianti
Rappresentation esterna Fdi

Rappresentation interna spazio distate
x Fx Gu
y Hx Ju



In questa lezione

Û Esempi di modelli di stato lineari

Û Funzione di trasferimento æ spazio di stato

Û Esempi di modelli di stato non lineari



Circuito RLC

note

ui(t) R L C

+

≠

v(t)

ui(t) = input, v(t) = output

Rappresentazione (esterna ed) interna?
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Circuito RLC

note

ui(t) R L C

+

≠

v(t)

ui(t) = input, v(t) = output

Rappresentazione (esterna ed) interna?

Rappresentazione esterna

v̈ +
1

RC
v̇ +

1

LC
v ≠ 1

C
u̇i = 0

F.d.T. G(s) =
s/C

s2 + s/(RC) + 1/(LC)

Rappresentazione interna (di stato)

x1 = v , x2 = iL, u = ui , y = x1 = v

F =

C
≠ 1

RC ≠ 1

C
1

L 0

D

, G =

C
1

C
0

D

H =

Ë
1 0

È
, J = 0
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Massa-molla-smorzatore

note

m

k

—

f (t)

z(t)

f (t) = input, z(t) = output

Rappresentazione (esterna ed) interna?
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no altrito

z o molla a ripaso



Massa-molla-smorzatore

note

m

k

—

f (t)

z(t)

f (t) = input, z(t) = output

Rappresentazione (esterna ed) interna?

Rappresentazione esterna

mz̈ + —ż + kz ≠ f = 0

F.d.T. G(s) =
1

ms2 + —s + k

Rappresentazione interna (di stato)

x1 = z , x2 = ẋ , u = f , y = x1 = z

F =

C
0 1

≠ k
m ≠ —

m

D

, G =

C
0
1

m

D

H =

Ë
1 0

È
, J = 0
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Magazzino merci

note

ordine di acquisto/richiesta di consegna

|
t ≠ 1

|
t

|
t + 1

|
t + 2

y(t) = quantità merce in magazzino al mese t
u1(t) = quantità merce ordinata (in entrata) al mese t
u2(t) = quantità merce richiesta (in uscita) al mese t

u1(t), u2(t) = input, y(t) = output
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I
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Magazzino merci

note

ordine di acquisto/richiesta di consegna

|
t ≠ 1

|
t

|
t + 1

|
t + 2

y(t) = quantità merce in magazzino al mese t
u1(t) = quantità merce ordinata (in entrata) al mese t
u2(t) = quantità merce richiesta (in uscita) al mese t

u1(t), u2(t) = input, y(t) = output

Rappresentazione esterna

y(t + 1) ≠ y(t) ≠ u1(t ≠ 1) + u2(t) = 0

F.d.T. G1(z) =
z

≠1

z ≠ 1
, G2(z) = ≠ 1

z ≠ 1

Rappresentazione interna (di stato)

x1(t) = y(t), x2(t) = u1(t ≠ 1)

F =

C
1 1

0 0

D

, G =

C
0 ≠1

1 0

D

H =

Ë
1 0

È
, J =

Ë
0 0

È
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Estinzione debito

note

pagamento rata/aggiornamento debito

|
t ≠ 1

|
t

|
t + 1

|
t + 2

y(t) = debito al mese t = output
u(t) = rata al mese t = input
I = tasso di interesse (decimale)
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Estinzione debito

note

pagamento rata/aggiornamento debito

|
t ≠ 1

|
t

|
t + 1

|
t + 2

y(t) = debito al mese t = output
u(t) = rata al mese t = input
I = tasso di interesse (decimale)

Rappresentazione esterna

y(t + 1) ≠ (1 + I)y(t) + u(t + 1) = 0

F.d.T. G(z) = ≠ z

z ≠ (1 + I)

Rappresentazione interna (di stato)

x1(t) = x(t) = y(t) + u(t)

F = 1 + I , G = ≠1 ≠ I

H = 1, J = ≠1

G. Baggio Lez. 3: Esempi di modelli di stato 3 Marzo 2021



In questa lezione

Û Esempi di modelli di stato lineari

Û Funzione di trasferimento æ spazio di stato

Û Esempi di modelli di stato non lineari



Funzione di trasferimento æ spazio di stato

note

Caso SISO tempo continuo, W (s) solo poli

Y (s) = W (s)U(s), W (s) =
1

A(s)
=

1

sn + an≠1s
n≠1 + · · · + a1s + a0
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Funzione di trasferimento æ spazio di stato

note

Caso SISO tempo continuo, W (s) solo poli

Y (s) = W (s)U(s), W (s) =
1

A(s)
=

1

sn + an≠1s
n≠1 + · · · + a1s + a0

æ

F =

S

WWWWWWU

0 1 0 · · · 0

0 0 1 0

· · · · · · · · ·
0 · · · · · · 0 1

≠a0 ≠a1 · · · · · · ≠an≠1

T

XXXXXXV
, G =

S

WWWWWWWU

0

...

...

0

1

T

XXXXXXXV

, H =

Ë
1 0 · · · 0

È
, J = 0

N.B. Non unica!
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Funzione di trasferimento æ spazio di stato

note

Caso SISO tempo continuo, W (s) strettamente propria

Y (s) = W (s)U(s), W (s) =
B(s)

A(s)
=

bn≠1s
n≠1

+ bn≠2s
n≠2

+ · · · + b1s + b0

sn + an≠1s
n≠1 + · · · + a1s + a0

G. Baggio Lez. 3: Esempi di modelli di stato 3 Marzo 2021



Funzione di trasferimento æ spazio di stato

note

Caso SISO tempo continuo, W (s) strettamente propria

Y (s) = W (s)U(s), W (s) =
B(s)

A(s)
=

bn≠1s
n≠1

+ bn≠2s
n≠2

+ · · · + b1s + b0

sn + an≠1s
n≠1 + · · · + a1s + a0

æ

F =

S

WWWWWWU

0 1 0 · · · 0

0 0 1 0

· · · · · · · · ·
0 · · · · · · 0 1

≠a0 ≠a1 · · · · · · ≠an≠1

T

XXXXXXV
, G =

S

WWWWWWWU

0

...

...

0

1

T

XXXXXXXV

, H =

Ë
b0 b1 · · · bn≠1

È
, J = 0

N.B. Non unica!
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In questa lezione

Û Esempi di modelli lineari

Û Funzione di trasferimento æ spazio di stato

Û Esempi di modelli non lineari



Pendolo semplice con attrito

note

¸

m

‹◊̇(t)◊(t)

mg

f (t)

f (t) = input, ◊(t) = output

Rappresentazione (esterna ed) interna?
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HO



Pendolo semplice con attrito

note

¸

m

‹◊̇(t)◊(t)

mg

f (t)

f (t) = input, ◊(t) = output

Rappresentazione (esterna ed) interna?

Rappresentazione esterna:

m¸2◊̈ + ‹◊̇ + mg¸ sin ◊ ≠ f ¸ cos ◊ = 0

Rappresentazione interna: x1 = ◊, x2 = ◊̇
Y
__]

__[

ẋ1 = x2

ẋ2 = ≠g
¸ sin x1 ≠ ‹

m¸2 x2 +
1

m cos x1f

y = x1(t)

G. Baggio Lez. 3: Esempi di modelli di stato 3 Marzo 2021

l



Dinamica di popolazioni preda-predatore

note

≠—+“

≠”

–

n1(t) = numero di prede al tempo t
n2(t) = numero di predatori al tempo t } output

– = tasso crescita prede, se isolate
— = tasso decrescita prede causato da predatori
“ = tasso crescita predatori per la presenza di prede
” = tasso decrescita predatori, se isolati

Rappresentazione interna?
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Dinamica di popolazioni preda-predatore

note

≠—+“

≠”

–

n1(t) = numero di prede al tempo t
n2(t) = numero di predatori al tempo t } output

– = tasso crescita prede, se isolate
— = tasso decrescita prede causato da predatori
“ = tasso crescita predatori per la presenza di prede
” = tasso decrescita predatori, se isolati

Rappresentazione interna?

x1 = n1, x2 = n2,

Y
__]

__[

ẋ1 = –x1 ≠ —x1x2

ẋ2 = “x1x2 ≠ ”x2

y = x
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Circuito RLC

note

ui(t) R L C

+

≠

v(t)

ui(t) = input, v(t) = output

Rappresentazione (esterna ed) interna?
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#

Ur t tension ml resistor
Vc t tension sul condensatore
Vi tf tension sull indultore
in t corrente ul ren'store
ie t corrente ml condensatore
i t corrente sull indultor

Leggs componenti Legge di circuito
1 Vr R in A V UR VE V
2 Cdg ie B wi int ie t in3 Ldj VL
B IF IF HE yIIF cIt it

I LIF t C tf tf
If the e ter I 4 o c i

aplace

s V s Is V s IV s I Vi s 0

w s YI c
s t I s t y

F d T



#

Rappresentatione interna spatio di stato

Circuiti deltricievariabili di state x
tensions mi condensatori
correnti mgli indultorisalta camonica di

Xp Vc
xe i

I If tic hi in in
I ni Vpi Xz

I lui er a
i dj I E

yetvet Ve t x

til gift
Flu

t
y YI x t o u

F



Massa-molla-smorzatore

note

m

k

—

f (t)

z(t)

f (t) = input, z(t) = output

Rappresentazione (esterna ed) interna?
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#

z t position carrillo output

flt forta estema input

Legge di Newton mÉ f KZ pÉ
mE tBE t KZ f 0

Laplace
m sez s BsZ s t KZ s F s

W s Z s 1
Fs Ms yps K

Fd T

Rappresentation interna

Seetha canonica di variabili di state x
positions delle mane
velocita delle masse

X Z
z É

In É x
I É InfBÉ kz tf InXz EmX tEn

y x

1 É x File

gtfo x ingf



Magazzino merci

note

ordine di acquisto/richiesta di consegna

|
t ≠ 1

|
t

|
t + 1

|
t + 2

y(t) = quantità merce in magazzino al mese t
u1(t) = quantità merce ordinata (in entrata) al mese t
u2(t) = quantità merce richiesta (in uscita) al mese t

u1(t), u2(t) = input, y(t) = output
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#

Rappresentationeesterna

y ter yet theft n ult
bytee yet ult e malt o c i
Zet
Y z Y z z nu z 02121 0 Walz YE z

Walt YI In
Rappresentatione interna

t y t ix tee y ta y f tutti ult
Xlt welt n tx.lt txzlt ult

after unlt
yet x.lt

Htt Y taffeta Fluitt
914 49 14 LYNCH



Estinzione debito

note

pagamento rata/aggiornamento debito

|
t ≠ 1

|
t

|
t + 1

|
t + 2

y(t) = debito al mese t = output
u(t) = rata al mese t = input
I = tasso di interesse (decimale)
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#

Rappresentation esterna

y ter y t t I yet utter
bytee it Ily t u tee o c i
Zet
Y z HI Y z t zUK O WH YE I I

Rappresentatione interna

x t x.lt y tl ultJsylH xCH ult
x tee y tee utter it Ily t Htt uce

it I Ht ult
it I x t HI ult

yet HH ult

Attn FYIHt FI ult
yet fixit Egilult



Funzione di trasferimento æ spazio di stato

note

Caso SISO tempo continuo, W (s) solo poli

Y (s) = W (s)U(s), W (s) =
1

A(s)
=

1

sn + an≠1s
n≠1 + · · · + a1s + a0
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#

W s F G H J

Y s WCS UCS Als Y s U s c i nulle
w
Mals L s't anas t ta stayY s Uls

shys tangs yes t tansys ta Y s Us

d tan ed s
dtu

t it 9 tacy uff

x y a

II EYE
xi j x

Luisa ÉÉÉÉÉamdÉI a.ÉÉ a.fm
you

II fÉ P
ao an any

y Toto x F u



Funzione di trasferimento æ spazio di stato

note

Caso SISO tempo continuo, W (s) strettamente propria

Y (s) = W (s)U(s), W (s) =
B(s)

A(s)
=

bn≠1s
n≠1

+ bn≠2s
n≠2

+ · · · + b1s + b0

sn + an≠1s
n≠1 + · · · + a1s + a0
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#

W s F G HJ

1 Y s W s U s B s

Atf
2 Y s B s Y s buns bnesh ti bestbo Ffs

bn s F s t bests boys c i nulle

u yet bn diff t buydiff t buddy boy

3 Y s tagUls II anadiff t aog w

5I 4
H b b bn 3 0



Pendolo semplice con attrito

note

¸

m

‹◊̇(t)◊(t)

mg

f (t)

f (t) = input, ◊(t) = output

Rappresentazione (esterna ed) interna?
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#

L

Rappresentation esterna Oct output f t input
J É mysinol f cosol v0
Il momento dinertia del pendelo rispetto al centrodi rotation

Rappresentation interna

X O
x2 g

I O x
I É ngsingot f L v0

wit me

gysin
x tacosx fete

y O X

Iqsinx In costr Ie z

y x



Dinamica di popolazioni preda-predatore

note

≠—+”

≠“

–

n1(t) = numero di predatori al tempo t
n2(t) = numero di prede al tempo t } output

– = tasso crescita prede, se isolate
“ = tasso decrescita predatori, se isolati
— = tasso decrescita prede causato da predatori
” = tasso crescita predatori per la presenza di prede

Rappresentazione interna?
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#
is mega

i i

Ipotesi

1 In amentadi predatori h o le prede crescono esponentialmento con
tasso di cresciter 270

2 In anemia di prede un o i predatori decresceno esponentialmente con
tasso di decrescita S

3 Quando sone presenti entrambe le popolationi la frequenter degli incontri
é proportionate na na Gli incontri inducono one diminution delleprede
con tasso B e ma crescita dei predatori con tano j

X
X my Xz U2

rnx 2X BXXz
iz y tax SXz t


