
Massa-molla-smorzatore

note

m

k

—

f (t)

z(t)

f (t) = input, z(t) = output

Rappresentazione (esterna ed) interna?
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Estinzione debito

note

pagamento rata/aggiornamento debito

|
t ≠ 1

|
t

|
t + 1

|
t + 2

y(t) = debito al tempo t = output
u(t) = rata al tempo t = input
I = tasso di interesse (decimale)
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Esponenziale di matrice e sue proprietà

note

Definizione: L’esponenziale di una matrice A œ Rn◊n
è definito come

e
A ,

ÿ

kØ0

A
k

k!
.

NB: e
A

è sempre ben definito perché la serie
q

kØ0

Ak

k!
converge sempre!

(Alcune) proprietà:
1 e

0
= I

2 (e
A
)

€
= e

(A€)

3 AB = BA =∆ e
A+B

= e
A
e

B

4 T œ Rn◊n
invertibile: e

TAT ≠1

= Te
A
T

≠1
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Come calcolare eFt
, F œ Rn◊n

?

note

Usiamo la definizione: e
Ft ,

ÿ

kØ0

F
k
t

k

k!

Esempio 1: F =

C
1 0

0 2

D

(Ft)
n

= F · F · · · F¸ ˚˙ ˝
n volte

t
n

=

C
t

n
0

0 (2t)
n

D

=∆ e
Ft

=

C
e

t
0

0 e
2t

D
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Come calcolare eFt
, F œ Rn◊n

?

note

Usiamo la definizione: e
Ft ,

ÿ

kØ0

F
k
t

k

k!

Esempio 2: F =

C
1 1

0 1

D

= I + N , N ,
C
0 1

0 0

D

(i) N
0

= I , N
1

= [ 0 1
0 0

], N
2

= [ 0 0
0 0

], N
3

= [ 0 0
0 0

],...

(ii) e
I+N

= e
I
e

N
=∆ e

Ft
=

C
e

t
te

t

0 e
t

D
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Come calcolare eFt
, F œ Rn◊n

?

note

Usiamo la definizione: e
Ft ,

ÿ

kØ0

F
k
t

k

k!

Esempio 3: F =

S

WU
1 1 0

0 1 1

0 0 1

T

XV = I + N , N ,

S

WU
0 1 0

0 0 1

0 0 0

T

XV

(i) N
0

= I , N
1

=

Ë
0 1 0
0 0 1
0 0 0

È
, N

2
=

Ë
0 0 1
0 0 0
0 0 0

È
, N

3
=

Ë
0 0 0
0 0 0
0 0 0

È
,...

(ii) e
I+N

= e
I
e

N
=∆ e

Ft
=

S

WU
e

t
te

t t2

2!
e

t

0 e
t

te
t

0 0 e
t

T

XV
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Come calcolare eFt
, F œ Rn◊n

?

note

Usiamo la definizione: e
Ft ,

ÿ

kØ0

F
k
t

k

k!

Esempio 4: F =

C
0 1

≠1 0

D

F
0

= I , F
1

= F , F
2

= ≠I , F
3

= ≠F , F
4

= I ,... =∆ e
Ft

=

C
cos t sin t

≠ sin t cos t

D
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Come calcolare eFt
, F œ Rn◊n

?

note

Usiamo la definizione: e
Ft ,

ÿ

kØ0

F
k
t

k

k!

Esempio 5: F = F
2

F
0

= I , F
k

= F , k Ø 1 =∆ e
Ft

= I + (e
t ≠ 1)F
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Come calcolare eFt
, F œ Rn◊n

?

note

Usiamo la definizione: e
Ft ,

ÿ

kØ0

F
k
t

k

k!

Esempio 6: F = vu
€

, v , u œ Rn

F
0

= I , F
k

= (u
€

v)F
k≠1

, k Ø 1 =∆ e
Ft

= I +
(eu€v t≠1)

u€v F
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