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> Sistemi lineari in spazio di stato

> Rappresentazione di sistemi

> Esempi di sistemi a tempo continuo e discreto



In questa lezione

> Esempi di sistemi a tempo continuo e discreto
> Soluzioni di un sistema autonomo
> Esponenziale di matrice

> Calcolo dell’esponenziale di matrice: metodo diretto



Massa-molla-smorzatore

f(t) f(t) = input, z(t) = output
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Massa-molla-smorzatore

k — z(t)

///////////////
///////////////
///////////////

Rappresentazione esterna

mz+pz+kz—f=0
1
ms? + 3s + k

F.d.T. G(s) =

f(t) = input, z(t) = output

Rappresentazione (esterna ed) interna?

Rappresentazione interna (di stato)

X1=2zZ, X=X, u=f,y=x =2

F— [_Og fg] 0= [;]

H=[1 0], J=0
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Estinzione debito

G. Baggio

pagamento rata/aggiornamento debito
* |
|

|
-1 t t41 £ 2
\}'ly(t) — debito al tempo t = output
u(t) = rata al tempo t = input
| = tasso di interesse (decimale)
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Estinzione debito

pagamento rata/aggiornamento debito

, v
Q) 1 | I | |
Y t—1 t t+1 t+2

y(t) = debito al tempo t = output
u(t) = rata al tempo t = input
| = tasso di interesse (decimale)

Y

Rappresentazione esterna Rappresentazione interna (di stato)
y(t+1)— 1+ Dy(t)+u(t+1)=0 x1(t) = x(t) = y(t) + u(t)
FAT. G(z)=——~ F=1+1G=-1-1
z—(1+1) He1 - 1
T
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In questa lezione

> Esempi di sistemi a tempo continuo e discreto
> Soluzioni di un sistema autonomo
> Esponenziale di matrice

> Calcolo dell’esponenziale di matrice: metodo diretto



Soluzioni di un sistema LT| autonomo

Wy — T ——y(t)77
x(t)

Y lineare, tempo invariante e autonomo x(t) € R y(t) e RR, u(t) =0

x(t) = Fx(t)

Tempo continuo: x(0) = xo
y(t) = Hx(t) —
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Soluzioni di un sistema LT| autonomo: caso scalare

G. Baggio

ut) — X

Caso scalare  x(t) =y(t) eR

— x(t)=&X(t), x(0)=xo

x(t) =77
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Soluzioni di un sistema LT| autonomo: caso scalare

Uy —— T ()7

Caso scalare  x(t) =y(t) eR

x(t) = x(t), x(0) = xo

21 k!
\_/——v/_\——/‘
mrie b Ta'tjﬂﬂ
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Soluzioni di un sistema LTI autonomo: caso vettoriale

G. Baggio

ut) — X

—— x(t)?7?

x(t)

Caso vettoriale
e ™

T
x(t) = Fx(t),

x(t)

=y(t) e R

x(0) = xo

x(t) =177
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Soluzioni di un sistema LTI autonomo: caso vettoriale

ukt] ——

—— x(t)?7?

x(t)

Caso vettoriale

x(t) = Fx(t),

x(t) = efixg

G. Baggio

x(t)

=y(t) e R

x(0) = xo
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Soluzioni di un sistema LTIl autonomo: caso vettoriale

U] T e x(e)
x(t)

Caso vettoriale  x(t) = y(t) € R”

x(t) = Fx(t), x(0)=xo

X(t):eFtX0é</_|_Ft+ o 4+t o —|—...>Xo
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In questa lezione

> Esempi di sistemi a tempo continuo e discreto
> Soluzioni di un sistema autonomo
> Esponenziale di matrice

> Calcolo dell’esponenziale di matrice: metodo diretto



Esponenziale di matrice e sue proprieta

Definizione: L'esponenziale di una matrice A € R"*" e definito come

Ak
A L -
e = k'

k>0

\ - , . k
NB: e” & sempre ben definito perché la serie > k>0 % converge sempre!
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Esponenziale di matrice e sue proprieta

Definizione: L'esponenziale di una matrice A € R"*" e definito come

As A
=0

k>0

(S

N . , . k
NB: e” & sempre ben definito perché la serie > k>0 % converge sempre!

(Alcune) proprieta:
o=
) (eA)T _ e(AT)
© AB = BA —> "B = ¢%ef
© T c R™" invertibile: e™7 " = TeAT1

G. Baggio Lez. 3: Soluzioni di sistemi lineari

note

4 Marzo 2021



In questa lezione

> Esempi di sistemi a tempo continuo e discreto
> Soluzioni di un sistema autonomo
> Esponenziale di matrice

> Calcolo dell’esponenziale di matrice: metodo diretto



Come calcolare eft, F € R™"7?

) .o A
Usiamo la definizione: eft 2 Z
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Come calcolare eft, F € R™"7?

Usiamo la definizione: eft & Z 1

k>0

i 10
Esempio 1: F = [0 2]

n t
proprre-[t 8] o]

n volte
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Come calcolare eft, F € R™"7?

) .o A
Usiamo la definizione: eft 2 Z

fi O 0 [ efit 0 0 ]
F = 0 7 — eft = 0 e
0 0
| 0 0 f 0 0 et |
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Come calcolare eft, F € R™"7?

k!

. .. A
Usiamo la definizione: eft 2 Z
k>0

Ao~ |11 A |01
Esemp|02.F—[0 1]—IJrN, N—lo 0]

(i) N =1, NP = [83], N2 =[], N® = [33]...
(i) e"*N = eleN
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Come calcolare eft, F € R™"7?

Ft A Fktk
' . t A
Usiamo la definizione: e —Z 1
k>0
1 10 0 1 0
Esempio3: F=|0 1 1|=/+N, N[0 0 1
0 0 1 0 0 0
(i) NO =1, N1:[88?},N2:{886},N3_ 888], et tet Let
000 000 000 - .2
— e "=1|0 e te
(ii) e'™N = eleN 0 0 €

G. Baggio Lez. 3: Soluzioni di sistemi lineari 4 Marzo 2021



Come calcolare eft, F € R™"7?

) .o A
Usiamo la definizione: eft 2 Z

caso piu in generale: F “quasi”-diagonale

nXWN
f 1 -+ 0 QQ‘ et teft ... ! eft
F 0 f e . oFt 0 eft
S f 1 : teft
| 0 0 f ] 0 0 eft |
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Come calcolare eft, F € R™"7?

Usiamo la definizione: eft & Z 1

k>0

i 0 1
Esempio 4: F = [1 O]

FO—=| Fl=F F2= | F3= _F F*=1] ... — eft= [COS’-“ S'”t]

—sint cost
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Come calcolare eft, F € R™"7?

k!

. .. A
Usiamo la definizione: eft 2 Z
k>0

Esempio 5: F = F? {lwrokmh

FO= I Fk=F, k>1 = eft =4 (e —1)F
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Come calcolare eft, F € R™"7?

Usiamo la definizione: eft & Z 1

k>0

Esempio 6: F = wu', v,u € R"
=

UTVt
FO=1 Fk=(u"Vv)FFl k>1 = eft = /_;_%F
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Calcolo diretto di et

Metodo di calcolo diretto tramite definizione
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Calcolo diretto di et

Metodo di calcolo diretto tramite definizione

utile in casi “semplici” e/o “strutturati”...

....ma come fare in casi pit complessi (F “piena” e senza “struttura”)?
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Calcolo diretto di et

Metodo di calcolo diretto tramite definizione

utile in casi “semplici” e/o “strutturati”...

....ma come fare in casi pit complessi (F “piena” e senza “struttura”)?

Strategia: Trasformare F in una forma “semplice” (diagonale o quasi-diagonale)!
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Massa-molla-smorzatore
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s Py ! ti1 T2 - ‘
I y(t) = debito al tempo t = output ’IA [‘t ) e L ( a t- - dU “M'}
u(t) = rata al tempo t = input J v ’ r I
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Z Ra = imoul

ccccccc
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Esponenziale di matrice e sue proprieta

Definizione: L'esponenziale di una matrice A € R™" & definito come

L
=

a
x| %

N - . . &
NB: e” & sempre ben definito perché la serie >y~ % converge sempre!

(Alcune) proprieta:

| :f:ATTI: A7) e g > V‘ |
| . e =2 10:=0+0+0 ;.
k=0 || o! 11 21
. AT |
2) (e4)' = ¢
M = (DAY T RN T
\./ : = h— PR : —— : 6
\ v \ k=G k[ k=o [ | ! k=0 [¢ |
- . ¢ VN

A

Coollars - 1) «A, BA « BeR -

A=A

e =

1) A -A

£ Te ™ imuhibile

N7
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k=o |l |
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Come calcolare eft, F € R"™"?

Usiamo la definizione: e £ 3

— N 10
Esempio 1: F = {0 2]

aaaaaa

kZUk!
/ll A.—
F: “1 U
|~ [ 8] | O 2 |

Ft ° K o 1 -{-'-k 0 . g A 'Ck O ]
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Come calcolare eft, F € R™"?
Usiamo la definizione: e £ ;}%
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Usiamo la definizione: et £
0 1
-1 0
F.F2=—I F
-
K=o

Fo=1,F!
cf

Come calcolare eft, F € R™"?

Esempio 4: F = {

F3=FF

P
-

F*= FF

4]
sinl
rr(l'
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F'= F*F= F




Come calcolare eft, F € R"™"?
) o - Frt
Usiamo la definizione: e £ >~ ——

k=0 k!

Esempio 5: F = F?

FO=[ Fk=F k>1 = et =]+ (et —1)F

AR R AR 1F"t‘—I+FZ’C“

k=0 ki K=t k! J * K

\ / oo\—z\"./

F'= F . / T L -
F3: FIF = F—L:F / k=g k'
} TN~—— \_\’T/
] \ ¢

F-=F Kz41 J \




Come calcolare eft, F € R™"?
. L Ft 2 Fkk
Usiamo la definizione: e £ 3 w0

Esempio 6: F = wu', v,u € R"

Tot
FOo=1 Fh=uv)FFl k>1 = et =1+ (E“uvvfl)F




