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concetto di sistema
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raggiungibilità
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In questa lezione

. Esempi di sistemi a tempo continuo e discreto

. Soluzioni di un sistema autonomo

. Esponenziale di matrice

. Calcolo dell’esponenziale di matrice: metodo diretto

Massa-molla-smorzatore

m

k

β

f (t)

z(t)

f (t) = input, z(t) = output

Rappresentazione (esterna ed) interna?

Rappresentazione esterna

mz̈ + βż + kz − f = 0

F.d.T. G(s) = 1
ms2 + βs + k

Rappresentazione interna (di stato)

x1 = z , x2 = ẋ , u = f , y = x1 = z

F =
[

0 1
− k

m − β
m

]
, G =

[
0
1
m

]
H =

[
1 0

]
, J = 0
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Estinzione debito
pagamento rata/aggiornamento debito

|
t − 1

|
t

|
t + 1

|
t + 2

y(t) = debito al tempo t = output
u(t) = rata al tempo t = input
I = tasso di interesse (decimale)

Rappresentazione esterna

y(t + 1)− (1 + I)y(t) + u(t + 1) = 0

F.d.T. G(z) = − z
z − (1 + I)

Rappresentazione interna (di stato)

x1(t) = x(t) = y(t) + u(t)

F = 1 + I , G = −1− I

H = 1, J = −1
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Soluzioni di un sistema LTI autonomo

Σ���u(t) y(t)??
x(t)

Σ lineare, tempo invariante e autonomo x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rp, u(t) ≡ 0

ẋ(t) = Fx(t)

y(t) = Hx(t)
x(0) = x0Tempo continuo:
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Soluzioni di un sistema LTI autonomo: caso scalare

Σ���u(t) x(t)??
x(t)

Caso scalare x(t) = y(t) ∈ R

ẋ(t) = fx(t), x(0) = x0

x(t) = eftx0 =
(

1 + ft + f 2t2

2! + · · ·+ f ktk

k! + . . .

)
x0
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Soluzioni di un sistema LTI autonomo: caso vettoriale

Σ���u(t) x(t)??
x(t)

Caso vettoriale x(t) = y(t) ∈ Rn

ẋ(t) = Fx(t), x(0) = x0

x(t) = eFtx0 ,

(
I + Ft + F 2t2

2! + · · ·+ F ktk

k! + . . .

)
x0

G. Baggio Lez. 3: Soluzioni di sistemi lineari 4 Marzo 2021 8 / 18



Esponenziale di matrice e sue proprietà
Definizione: L’esponenziale di una matrice A ∈ Rn×n è definito come

eA ,
∑
k≥0

Ak

k! .

NB: eA è sempre ben definito perché la serie ∑k≥0
Ak

k! converge sempre!

(Alcune) proprietà:
1 e0 = I
2 (eA)> = e(A>)

3 AB = BA =⇒ eA+B = eAeB

4 T ∈ Rn×n invertibile: eTAT−1 = TeAT−1
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Come calcolare eFt , F ∈ Rn×n?

Usiamo la definizione: eFt ,
∑
k≥0

F ktk

k!

Esempio 1: F =
[

1 0
0 2

]

(Ft)n = F · F · · · F︸ ︷︷ ︸
n volte

tn =
[

tn 0
0 (2t)n

]
=⇒ eFt =

[
et 0
0 e2t

]
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Come calcolare eFt , F ∈ Rn×n?

Usiamo la definizione: eFt ,
∑
k≥0

F ktk

k!

caso più in generale: F diagonale

F =


f1 0 · · · 0
0 f2

. . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · 0 fn

 =⇒ eFt =


ef1t 0 · · · 0
0 ef2t . . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · 0 efnt


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Come calcolare eFt , F ∈ Rn×n?

Usiamo la definizione: eFt ,
∑
k≥0

F ktk

k!

Esempio 2: F =
[

1 1
0 1

]
= I + N , N ,

[
0 1
0 0

]

(i) N0 = I , N1 = [ 0 1
0 0 ], N2 = [ 0 0

0 0 ], N3 = [ 0 0
0 0 ],...

(ii) eI+N = eIeN
=⇒ eFt =

[
et tet

0 et

]
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Come calcolare eFt , F ∈ Rn×n?

Usiamo la definizione: eFt ,
∑
k≥0

F ktk

k!

Esempio 3: F =

1 1 0
0 1 1
0 0 1

 = I + N , N ,

0 1 0
0 0 1
0 0 0



(i) N0 = I , N1 =
[ 0 1 0

0 0 1
0 0 0

]
, N2 =

[ 0 0 1
0 0 0
0 0 0

]
, N3 =

[ 0 0 0
0 0 0
0 0 0

]
,...

(ii) eI+N = eIeN
=⇒ eFt =

et tet t2

2! et

0 et tet

0 0 et


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Come calcolare eFt , F ∈ Rn×n?

Usiamo la definizione: eFt ,
∑
k≥0

F ktk

k!

caso più in generale: F “quasi”-diagonale

F =


f 1 · · · 0
0 f . . . ...
... . . . f 1
0 · · · 0 f

 =⇒ eFt =


eft teft · · · tn−1

(n−1)!e
ft

0 eft . . . ...
... . . . . . . teft

0 · · · 0 eft


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Come calcolare eFt , F ∈ Rn×n?

Usiamo la definizione: eFt ,
∑
k≥0

F ktk

k!

Esempio 4: F =
[

0 1
−1 0

]

F 0 = I , F 1 = F , F 2 = −I , F 3 = −F , F 4 = I ,... =⇒ eFt =
[

cos t sin t
− sin t cos t

]
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Come calcolare eFt , F ∈ Rn×n?

Usiamo la definizione: eFt ,
∑
k≥0

F ktk

k!

Esempio 5: F = F 2

F 0 = I , F k = F , k ≥ 1 =⇒ eFt = I + (et − 1)F
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Come calcolare eFt , F ∈ Rn×n?

Usiamo la definizione: eFt ,
∑
k≥0

F ktk

k!

Esempio 6: F = vu>, v , u ∈ Rn

F 0 = I , F k = (u>v)F k−1, k ≥ 1 =⇒ eFt = I + (eu>v t−1)
u>v F
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Calcolo diretto di eFt

Metodo di calcolo diretto tramite definizione

utile in casi “semplici” e/o “strutturati”...

....ma come fare in casi più complessi (F “piena” e senza “struttura”)?

Strategia: Trasformare F in una forma “semplice” (diagonale o quasi-diagonale)!
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