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In questa lezione

> Esempi di sistemi a tempo continuo e discreto
> Soluzioni di un sistema autonomo
> Esponenziale di matrice

> Calcolo dell’esponenziale di matrice: metodo diretto
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Rappresentazione interna (di stato)

1=z, x=x,u=f,y=x =z
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Estinzione debito
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y(t) = debito al tempo t = output
u(t) = rata al tempo t = input
| = tasso di interesse (decimale)

Rappresentazione esterna
y(t+1) =1+ Ny(t)+u(t+1)=0
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Rappresentazione interna (di stato)
x(t) = x(t) = y(t) + u(t)

F=1+1G=-1—1
H=1J=-1
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Soluzioni di un sistema LTI autonomo

utj — X

— y(1)7?

x(t)

Y lineare, tempo invariante e autonomo  x(t) € R”, y(t) € R?, u(t) =0

x(t) = Fx(t)

Tempo continuo:
y(t) = Hx(t)

x(0) = xo
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Soluzioni di un sistema LT| autonomo: caso scalare

ut) ——

Caso scalare

x(t) = x(t),

f2 t2

x(0) = xo

fktk
X(t)—eftxO—<1+ft++--~++...>x0
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Soluzioni di un sistema LTI autonomo: caso vettoriale

ut) ——

— x(t)?7

>
x(t)

x(t) =y(t) eR"

Caso vettoriale

x(t) = Fx(t), x(0) =xo

F2t2 Fktk
x(t)_ethoﬁ</+Ft+2|+~--+ PR R
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Esponenziale di matrice e sue proprieta

Definizione: L'esponenziale di una matrice A € R"*" & definito come

AL A

@ F

k>0

N .. , . k
NB: e” & sempre ben definito perché la serie k>0 % converge sempre!

(Alcune) proprieta:
@ =
) (eA)T — o(AT)
©® AB = BA — "B = hefB
© T € R™" invertibile: e™T ' = TeAT !
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Come calcolare et, F € R"™"?

Fktk
Ft &
D D

k>0

Usiamo la definizione:

. 10
Esempio 1: F = {O 2}

o . |t" 0
(Ft) _F-F---Ft_{0 (2t)"

n volte

Come calcolare eft, F € R™"7?

Fktk
k!

efray

k>0

Usiamo la definizione:

caso piu in generale: F diagonale

i O 0 et 0 0
F=|0 P oo | 0
0 : 0
0 0 f 0 0 et
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Come calcolare eft, F € R™"7?
Ft & Fkek
. - . t A
Usiamo la definizione: €™ £ )" 7
k>0
. 11 A |01
Esempio 2: F = {O J =/+N, N= {O 0}
() N0 =1 N =93] W2 = [88), W= [88)... o o]
= e
(ii) etV = eleN 0 &
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Come calcolare et, F € R"™"?

Come calcolare et, F € R"™"?

Fktk
Ft &
D D

k>0

Usiamo la definizione:

caso piu in generale: F "quasi”-diagonale

. F oA Fkk
Usiamo la definizione: ™ £ )" 7
k>0

110 010

Esempio3: F=1(0 1 1| =/+N, N2|0 0 1

0 01 00O
() N°=1, N*=[80a7], N> =[3080], N®=[a83], et tet Let
000 000 000 Ft . 2
= e"'=|0 e te
(i) &N = eleN 0 0 e
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Come calcolare eft, F € R™"7?
Ft & Fhek
. e . t A
Usiamo la definizione: ™ £ )" 7
k>0
. 0 1
Esempio 4: F = {1 0]
FOml, Fl=F PP = |, F = —F, Ft=|,.. — eFft— |t sint
' ' ' ' —sint cost
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fo1 0 et teft (;ifll)!eft
F = o f — = | 0 e :
’ f 1 teft
0 0 f 0 0 eft
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Come calcolare eft, F € R™"7?
Ft & Fkek
. - . t A
Usiamo la definizione: €™ £ )~ 7
k>0
Esempio 5: F = F?
FO= [ Fk=F k>1 = eft =]+ (et —1)F
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Come calcolare et, F € R"™"? Calcolo diretto di et

. F oA Fkik
Usiamo la definizione: e = R Metodo di calcolo diretto tramite definizione
k>0
Esempio 6: F = vu', v,u € R"
utile in casi “semplici” e/o “strutturati”...
FO=1 Fk=(uTv)FF1 k>1 = eft =+ %F ....ma come fare in casi piti complessi (F “piena” e senza “struttura”)?

Strategia: Trasformare F in una forma “semplice” (diagonale o quasi-diagonale)!
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