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Nella scorsa lezione

> Osservabilita e ricostruibilita: definizioni generali O
~A )
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> Osservabilita di sistemi lineari a t.d. —7 Z onevabile <=7 rewmk [HEF -
H FM'1

> Ricostruibilita di sistemi lineari a t.d.



In questa lezione

> Osservabilita e ricostruibilita di sistemi lineari a t.c.

> Sistema duale e sue proprieta



Osservabilita e ricostruibilita di sistemi LTI a tempo continuo
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Osservabilita e ricostruibilita di sistemi LTI a tempo continuo

X(O) = Xp € R"

u(t) € R ——

Y

— y(t) €R?

x(t)

t
y(7) = He" "xq +/ HeF(*=9) Gu(s)ds, T € [0, t]
0

Quando possiamo determinare univocamente x, € R" dalle misure?
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Osservabilita e ricostruibilita di sistemi LTI a tempo continuo

X(O) = Xp € R"

u(t) ER™ —— Y +——>y(t)eRP

x(t)

t
y(7) = He" "xq +/ HeF(*=9) Gu(s)ds, T € [0, t]
0

Quando possiamo determinare univocamente x, € R" dalle misure?

Quando possiamo determinare univocamente x* = x(t) € R” dalle misure?
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Criterio di osservabilita del rango
WA oL &uyh AM‘N o ool i T [O tj

Xno(t) = spazio non osservabile nell'intervallo [0, t]
- . ) Pofvy;awno &P—“UVWN’V\W\L
Xno = (mlrllmo) spazio non osservabile i WU Voo X

in 1 —_— .
Definizione: Un sistema X a t.c. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.
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Criterio di osservabilita del rango

Xno(t) = spazio non osservabile nell'intervallo [0, t]

Xno = (minimo) spazio non osservabile

Definizione: Un sistema X a t.c. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.

0O£0,=

G. Baggio

H
HF

|HF™1.

= matrice di osservabilita del sistema  (Matlab® obsv(sys))

= XNO‘

|

Y osservabile <—- ke;*(O) = {0} <= rank(O) =n
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Criterio di osservabilita del rango

Xno(t) = spazio non osservabile nell'intervallo [0, t]

Xno = (minimo) spazio non osservabile

Definizione: Un sistema X a t.c. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.

TR
A HF . . TR .
0=0,= _ = matrice di osservabilita del sistema  (Matlab® obsv(sys))

|HF™1.

Y osservabile <= ker(O) = {0} <= rank(O) =n

N.B. Se un sistema ¥ a t.c. & osservabile allora Xyo(t) = {0} per ogni t > 0 !
Xno(£) = Xwo pan oqm 17 O
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Esempio

R x(t) = in(t), x(t) = i,(t)

— VWV y(£) = in() = i, (£) + iy (t)

u(t)
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Esempio

R x1(t) = i, (t), x(t) = i, (t)
y(t) = ir(t) = i, (t) + i, (2)

u(t)

o_ [ 1 1
—R(E+4) —R(E+ L)

rank(O) =1 = X non osservabile
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Ricostruibilita (a t.c.) = osservabilita (a t.c.)
x* = x(t) = ef'xy + /t eFt=7) Gu(r)dr
0

misure u(7), y(7), 7 € [0, t]

G. Baggio Lez. 22: Osservabilita e ricostruibilita a t.c. e dualita 6 Aprile 2022



Ricostruibilita (a t.c.) = osservabilita (a t.c.)

= — e x0+/ FI=) Gu(r)dr
misure u(7), y(7), 7 € [0, t]

e stati iniziali compatibili con le misure: xo + Xno(t)

t
e stati finali compatibili con le misure: e"xy + ™ Xyo(t) +/ eFE=7) Gu(r)dr
0
= x* + e Xyo(t)
\/-/\\/

X = murtlo mom RAMI‘WLUQL
et i [0,t]

Dek : U wrbomo. o boo € nicodbuibike Ae XNR(J()ﬂOB par m,\crmjwz% ts 0
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Ricostruibilita (a t.c.) = osservabilita (a t.c.)
Se XNU : U}

X = x(t) = ero+ [ I |5 n(b)= ¢FH -l

| e Xy
misure u(7), y(7), T € [0, t] i X ot {E(;) %XN@ {0 5

e stati iniziali compatibili con le misure: xo + Xno(t)

e stati finali compatibili con le misure: e"xy + ™ Xyo(t) +/ FET) Gu(r)dr

— X _l_ eFtXNO( )

Xnr(t) = e Xno(t) = spazio non ricostruibile nell’intervallo [0, ¢]

eft invertibile = | Xywr(t) = {0} <= Xno(t) = {0}

ricostruibilita = osservabilita !!
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In questa lezione

> Osservabilita e ricostruibilita di sistemi lineari a t.c.

> Sistema duale e sue proprieta



Sistema duale

: x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi E
D p uscite :
: y(t) = Hx(t) n stati :
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Sistema duale

: x(t+1) = Fx( m ingressi E
D p uscite :
: y(t) = H{(f n stati ]
1 T 1
sistema dl =

N . :

x(t+1) 7/FTx(t) + H'u(t) p ingressi

24 m uscite

y(t) = G x(t) n stati
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Sistema duale

: x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi E
D p uscite :
: y(t) = Hx(t) n stati :

sistema duale Yy = (F',H",G")

x(t+1)= F'x(t)+ H"u(t) p ingressi
24 m uscite
y(t) = G x(t) n stati

N.B. Qui consideriamo sistemi a t.d. ma tutto si applica a t.c.!
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Sistema duale: raggiungibilita e controllabilita

x(t+1)=F"x(t)+ H" u(t) p ingressi
24 m uscite
y(t) = GTx(t) n stati

note
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Sistema duale: raggiungibilita e controllabilita

x(t+1)=F x(t)+ H u(t) p ingressi
24 m uscite
y(t) = GTx(t) n stati
g7
FH > 4 raggiungibile
Ry=|HT FTHT ... (FT)n—1HT} _ _ —O7 0>
: Y osservabile
|HF"1]

> 4 controllabile
im((F")") CimRy <= ker(F") D kerO )
> ricostruibile
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Sistema duale: osservabilita e ricostruibilita

x(t+1)=F"x(t)+ H u(t) p ingressi
24 m uscite
y(t) = G"x(t) n stati
SRS S
GTET - > 4 osservabile
Oy = _ =|G FG -+ F"lG] =RT 0
: Y raggiungibile
GT(FT)1 geiung

> 4 ricostruibile
ker((F')") D kerOy <= im(F") CimR i
> controllabile
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Dualita: forma di Kalman di raggiungibilita/osservabilita

> 4 non raggiungibile
dim X({/J =K

Yy=(F',H",G")

A

Forma di Kalman di raggiungibilita

X _ Ry Fa| [H| e et
'ZK,CI/_€|:O F2_£7 0 7{G1 G2]

Kx K
F.el [ T

dualits (FuT ) € roppimalile duallité X
F O G w-K
Y = (F,G,H) - Yk 1 s [H 0]
_ Lk Fo1 Fo Go
| Frelk | | .
> non osservabile Forma di Kalman di osservabilita
(Fu, ) . .
\ ‘ (F22,0) sottosistema non osservabile
e O/VLUIVO\L\
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Dualita: test PBH di raggiungibilita/osservabilita

Test PBH di raggiungibilita

> 4 raggiungibile <=

rankLzl—F/_\T_-lf] =n, VzeC
?

o= (FT,HT,G")

A

Y

dualita dual“té
+ T > osservabile <=
Y =(F,G,H) >

rank E’Elj] =n, Vz € C
v 0
Se 2. mow & mevabile  allota anbovaloy & F

[zI-F code & o pan %JCQ\Q b, & F Test PBH di osservabilita
H 1 I1MMH ot vy Aove % ambo vadot “uow omeqvabil; "
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Dualita: allocazione degli autovalori

Yy=(F',H',G") —

A

dualita

Y

Y =(F,G,H)

Zd raggiungibile <=

 FT + HTK ha autovalori desiderati

duallta

N

G. Baggio

sservab|le <=

3 L = KT € R™P: F+ LH ha autovalori desiderati

wl‘d\laﬂ,o'bi h Ace IWM
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Proprieta equivalenti all'osservabilita

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi
> p uscite
y(t) = Hx(t) n stati

Teorema: Il sistema X & osservabile se e solo se:
1. rank(O) = n.

2. |l sistema duale X, € raggiungibile.

3. rank [ZI;I F] =n VzeC. (Tet PRH & o%t/lvalailjh\)

4. Gli autovalori di F-+ LH sono allocabili arbitrariamente tramite la matrice L € R"*P,
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Proprieta equivalenti alla ricostruibilita

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi
P p uscite
y(t) = Hx(t) n stati

Teorema: Il sistema X e ricostruibile se e solo se:
1. ker F" O ker O = Xyo.

2. |l sistema duale >, e controllabile.
3. rank [ZI;IF] =n VzeC, z#0. (Tf/a‘r PRH 4 nn'coohwjl:itLa‘)

4. Esiste una matrice L € R"*P tale che F 4+ LH ha tutti gli autovalori nulli.
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Proprieta equivalenti alla ricostruibilita

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi
P p uscite
y(t) = Hx(t) n stati

Teorema: Il sistema X e ricostruibile se e solo se:
1. ker F" O ker O = Xyo.

2. |l sistema duale >, e controllabile.
3. rank [ZI;IF] =n VzeC, z#0.

4. Esiste una matrice L € R"*P tale che F 4+ LH ha tutti gli autovalori nulli.

N.B. Parlare di ricostruibilita ha senso solo a t.d.!
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Esempio

xa(t) = i (t), e(t) = i (t)

R
y(t) = ir(t) = i, (t) + i, (t)
u(t)
® L

SRR (4]
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Sistema duale: raggiungibilita e controllabilita e

x(t+1) = FTx(t) + H u(t) p ingressi

S muscite
T =6Tx() i

Ly rﬁaqmm%jl)(ﬂ.o <=V lewm kK ?\Ju\z'v\,
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Lemman L - Siw AcRT 1 [im A]™ = Ker AT




A3

Zdl (‘xml'uwlo(h <:> I’VW(FT)MC I Q’A = P,d‘

Lewmn 1 <=2 [{W\ (FT)T\]l 2 [im K;]

Lewman 2<=7  Ken B 2 Ko Ry = Kot O (-?VAT: 6)

(= T mieanbualbide

2 megvabile (= nank Oy =mn

an

7, rneobwbile <= Ker (F7) 2 K

fJL
Lewws 1 <= U(m (FT)M:\' = [KUL C')Ul

Lewmn 2 $=7 [ e C?A\: iw,R/‘ZX,?

(= ¥ contreliub, "




Dualita: forma di Kalman di raggiungibilita/osservabilita
%4 non raggiungibile Forma di Kalman di raggiungibilita
Ta=(FT,HT.GT) Tia= ([Fg‘ %].Yﬂ,[cf G{])
T t [ (T g ] rr 7
dualita dualita Z _ ( F a4 1 \ [ H
l | = — — / ~ )L 1
F; Gy —_
T=(FGH— % :([F FZJ{G} [H o]) \ L l"14 }‘Z?,‘ =y J
n bil Forma di Kalman d bilita
(F22.0) sottosistem. vabile
== I_"]ﬂ E [R H4| e ‘TZ-
N le
X o s
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fep
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JaR
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X 6) = o X (F) 1 F, Xuolb) + G, w(t)
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