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noi siamo qui
concetto di sistema

sistemi in
spazio di stato

equilibri e
linearizzazione

soluzioni e
analisi modale

stabilità
(cenni)

raggiungibilità
e controllabilità

retroazione
dallo stato

osservabilità e
ricostruibilità

stimatori
dello stato

sintesi del
regolatore



Nella scorsa lezione

Û Osservabilità e ricostruibilità: definizioni generali

Û Osservabilità di sistemi lineari a t.d.

Û Ricostruibilità di sistemi lineari a t.d.

E onervabile rank PITI in



In questa lezione

Û Osservabilità e ricostruibilità di sistemi lineari a t.c.

Û Sistema duale e sue proprietà



Osservabilità e ricostruibilità di sistemi LTI a tempo continuo

ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)
x(0) = x0 œ Rn

�u(t) œ Rm
y(t) œ Rp

x(t)

y(·) = He
F·

x0 +
⁄

t

0

He
F (t≠s)

Gu(s)ds, · œ [0, t]
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Osservabilità e ricostruibilità di sistemi LTI a tempo continuo

ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)
x(0) = x0 œ Rn

�u(t) œ Rm
y(t) œ Rp

x(t)

y(·) = He
F·

x0 +
⁄

t

0

He
F (t≠s)

Gu(s)ds, · œ [0, t]

Quando possiamo determinare univocamente x0 œ Rn dalle misure?
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Osservabilità e ricostruibilità di sistemi LTI a tempo continuo

ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)
x(0) = x0 œ Rn

�u(t) œ Rm
y(t) œ Rp

x(t)

y(·) = He
F·

x0 +
⁄

t

0

He
F (t≠s)

Gu(s)ds, · œ [0, t]

Quando possiamo determinare univocamente x0 œ Rn dalle misure?

Quando possiamo determinare univocamente x
ú = x(t) œ Rn dalle misure?
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Criterio di osservabilità del rango
XNO(t) = spazio non osservabile nell’intervallo [0, t]

XNO = (minimo) spazio non osservabile

Definizione: Un sistema � a t.c. si dice (completamente) osservabile se XNO = {0}.
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Criterio di osservabilità del rango
XNO(t) = spazio non osservabile nell’intervallo [0, t]

XNO = (minimo) spazio non osservabile

Definizione: Un sistema � a t.c. si dice (completamente) osservabile se XNO = {0}.

O , On =

S

WWWWU

H

HF

...
HF

n≠1

T

XXXXV
= matrice di osservabilità del sistema (Matlab R� obsv(sys))

� osservabile ≈∆ ker(O) = {0} ≈∆ rank(O) = n
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Criterio di osservabilità del rango
XNO(t) = spazio non osservabile nell’intervallo [0, t]

XNO = (minimo) spazio non osservabile

Definizione: Un sistema � a t.c. si dice (completamente) osservabile se XNO = {0}.

O , On =

S

WWWWU

H

HF

...
HF

n≠1

T

XXXXV
= matrice di osservabilità del sistema (Matlab R� obsv(sys))

� osservabile ≈∆ ker(O) = {0} ≈∆ rank(O) = n

N.B. Se un sistema � a t.c. è osservabile allora XNO(t) = {0} per ogni t > 0 !!
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Esempio

note

+
≠

R

L1 L2

u(t)

x1(t) = iL1
(t), x2(t) = iL2

(t)

y(t) = iR(t) = iL1
(t) + iL2

(t)
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Esempio

note

+
≠

R

L1 L2

u(t)

x1(t) = iL1
(t), x2(t) = iL2

(t)

y(t) = iR(t) = iL1
(t) + iL2

(t)

O =
C

1 1
≠R( 1

L1
+ 1

L2
) ≠R( 1

L1
+ 1

L2
)

D

rank(O) = 1 =∆ � non osservabile
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Ricostruibilità (a t.c.) = osservabilità (a t.c.)

x
ú = x(t) = e

Ft
x0 +

⁄
t

0

e
F (t≠·)

Gu(·)d·

misure u(·), y(·), · œ [0, t]
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Ricostruibilità (a t.c.) = osservabilità (a t.c.)

x
ú = x(t) = e

Ft
x0 +

⁄
t

0

e
F (t≠·)

Gu(·)d·

misure u(·), y(·), · œ [0, t]

• stati iniziali compatibili con le misure: x0 + XNO(t)

• stati finali compatibili con le misure: e
Ft

x0 + e
Ft

XNO(t) +
⁄

t

0

e
F (t≠·)

Gu(·)d·

= x
ú + e

Ft
XNO(t)
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Ricostruibilità (a t.c.) = osservabilità (a t.c.)

x
ú = x(t) = e

Ft
x0 +

⁄
t

0

e
F (t≠·)

Gu(·)d·

misure u(·), y(·), · œ [0, t]

• stati iniziali compatibili con le misure: x0 + XNO(t)

• stati finali compatibili con le misure: e
Ft

x0 + e
Ft

XNO(t) +
⁄

t

0

e
F (t≠·)

Gu(·)d·

= x
ú + e

Ft
XNO(t)

XNR(t) = e
Ft

XNO(t) = spazio non ricostruibile nell’intervallo [0, t]

e
Ft invertibile =∆ XNR(t) = {0} ≈∆ XNO(t) = {0}

ricostruibilità = osservabilità !!
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In questa lezione

Û Osservabilità e ricostruibilità di sistemi lineari a t.c.

Û Sistema duale e sue proprietà



Sistema duale

�:
x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)

m ingressi
p uscite
n stati

sistema � = (F , G , H)
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Sistema duale

�:
x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)

m ingressi
p uscite
n stati

sistema � = (F , G , H)

sistema duale �d = (F €, H
€, G

€)

�d :
x(t + 1) = F

€
x(t) + H

€
u(t)

y(t) = G
€

x(t)

p ingressi
m uscite
n stati
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Sistema duale

�:
x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)

m ingressi
p uscite
n stati

sistema � = (F , G , H)

sistema duale �d = (F €, H
€, G

€)

�d :
x(t + 1) = F

€
x(t) + H

€
u(t)

y(t) = G
€

x(t)

p ingressi
m uscite
n stati

N.B. Qui consideriamo sistemi a t.d. ma tutto si applica a t.c.!
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Sistema duale: raggiungibilità e controllabilità

note

�d :
x(t + 1) = F

€
x(t) + H

€
u(t)

y(t) = G
€

x(t)

p ingressi
m uscite
n stati
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Sistema duale: raggiungibilità e controllabilità

note

�d :
x(t + 1) = F

€
x(t) + H

€
u(t)

y(t) = G
€

x(t)

p ingressi
m uscite
n stati

Rd =
Ë
H

€
F

€
H

€
· · · (F €)n≠1

H
€

È
=

S

WWWWU

H

FH

...
HF

n≠1

T

XXXXV

€

= O
€

�d raggiungibile

…

� osservabile

im((F €)n) ™ imRd ≈∆ ker(F n) ´ ker O

�d controllabile

…

� ricostruibile
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Sistema duale: osservabilità e ricostruibilità

�d :
x(t + 1) = F

€
x(t) + H

€
u(t)

y(t) = G
€

x(t)

p ingressi
m uscite
n stati

Od =

S

WWWWU

G
€

G
€

F
€

...
G

€(F €)n≠1

T

XXXXV
=

Ë
G FG · · · F

n≠1
G

È€
= R

€
�d osservabile

…

� raggiungibile

ker((F €)n) ´ ker Od ≈∆ im(F n) ™ imR

�d ricostruibile

…

� controllabile
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Dualità: forma di Kalman di raggiungibilità/osservabilità

note

�d non raggiungibile

�d = (F €, H
€, G

€)

Forma di Kalman di raggiungibilità

�K ,d =
AC

F
€
11

F
€
21

0 F
€
22

D

,

C
H

€
1

0

D

,
Ë
G

€
1

G
€
2

ÈB

� non osservabile

� = (F , G , H) �K =
AC

F11 0
F21 F22

D

,

C
G1

G2

D

,
Ë
H1 0

ÈB

Forma di Kalman di osservabilità
(F22, 0) sottosistema non osservabile

dualità dualità
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Dualità: test PBH di raggiungibilità/osservabilità

�d = (F €, H
€, G

€)

Test PBH di raggiungibilità

�d raggiungibile ≈∆

rank[zI ≠ F
€

H
€] = n, ’z œ C

� = (F , G , H)
� osservabile ≈∆

rank
C
zI ≠ F

H

D

= n, ’z œ C

Test PBH di osservabilità

dualità dualità
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Dualità: allocazione degli autovalori

�d = (F €, H
€, G

€)
�d raggiungibile ≈∆

÷ K œ Rp◊n: F
€ + H

€
K ha autovalori desiderati

� = (F , G , H)
� osservabile ≈∆

÷ L = K
€

œ Rn◊p: F +LH ha autovalori desiderati

dualità dualità
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Proprietà equivalenti all’osservabilità

�:
x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)

m ingressi
p uscite
n stati

Teorema: Il sistema � è osservabile se e solo se:

1. rank(O) = n.

2. Il sistema duale �d è raggiungibile.

3. rank
C
zI ≠ F

H

D

= n, ’z œ C.

4. Gli autovalori di F +LH sono allocabili arbitrariamente tramite la matrice L œ Rn◊p.
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Proprietà equivalenti alla ricostruibilità

�:
x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)

m ingressi
p uscite
n stati

Teorema: Il sistema � è ricostruibile se e solo se:

1. ker F
n

´ ker O = XNO.

2. Il sistema duale �d è controllabile.

3. rank
C
zI ≠ F

H

D

= n, ’z œ C, z ”= 0.

4. Esiste una matrice L œ Rn◊p tale che F + LH ha tutti gli autovalori nulli.
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Proprietà equivalenti alla ricostruibilità

�:
x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)

m ingressi
p uscite
n stati

Teorema: Il sistema � è ricostruibile se e solo se:

1. ker F
n

´ ker O = XNO.

2. Il sistema duale �d è controllabile.

3. rank
C
zI ≠ F

H

D

= n, ’z œ C, z ”= 0.

4. Esiste una matrice L œ Rn◊p tale che F + LH ha tutti gli autovalori nulli.

N.B. Parlare di ricostruibilità ha senso solo a t.d.!
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Esempio

note

+
≠

R

L1 L2

u(t)

x1(t) = iL1
(t), x2(t) = iL2

(t)

y(t) = iR(t) = iL1
(t) + iL2

(t)
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Sistema duale: raggiungibilità e controllabilità

note

�d :
x(t + 1) = F

€
x(t) + H

€
u(t)

y(t) = G
€

x(t)

p ingressi
m uscite
n stati
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#

E F G H Ed Ft Ht Gt

Ed raggiangibile rank Ra n

Rd HT HTFT HTIFT Ht Ft

rank Rat n

Ra Itf 0

If
rank O n E onervabile

Def Dato in saltonpatio veltoriale V di R it complements ortogonale di V

Ut é l insieme dei veltri di IR ortogonali ai vettori di V

Vt We IR WTV O f v e V

Lemma I Pati duesoltospati di IR V V Se V E U Vt Ut
Lemma 2 Sia AE IR 9 im A

t
Ker At



#

Ed controllabile im FYI im Ra Xr
Lemma 1 7 im Ft im Ra
Lemma 2 7 Ker F Z Ker Ri Ker 0 Rat G

E ricostruibile

Ed osservabile C rank Oa n

GT
Oo
EYE
G Finn

rank Oat n

Oat G FG F'G F G R
rank R n E raggiongibile

Ed ricostruibile Ker Ft Ker Od Knod
Lemma 1 Ker Ft tE KerGa
Lemma2 7 im F E im Gat im R Xr

E controllabile



Dualità: forma di Kalman di raggiungibilità/osservabilità

note

�d non raggiungibile

�d = (F €, H
€, G

€)

Forma di Kalman di raggiungibilità

�K ,d =
AC

F
€
11

F
€
21

0 F
€
22

D

,

C
H

€
1

0

D

,
Ë
G

€
1

G
€
2

ÈB

� non osservabile

� = (F , G , H) �K =
AC

F11 0
F21 F22

D

,

C
G1

G2

D

,
Ë
H1 0

ÈB

Forma di Kalman di osservabilità
(F22, 0) sottosistema non osservabile

dualità dualità
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#

En E E E Clt 03

Free 112kt H e xpx
k

Il n

EY I IE 1 1
yet it O I
x ter Fie Xo t G ult

frotee FaaXo t t Fa x no t t G ult

y t H x.lt

o Fa G Ha soltoistemer osservabile

Evo Ea Gr O soltoristema non onervabile


