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In questa lezione

> Osservabilita e ricostruibilita: definizioni generali
> Osservabilita di sistemi lineari a t.d.

> Ricostruibilita di sistemi lineari a t.d.



Osservabilita e ricostruibilita

G. Baggio

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) — X
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Osservabilita e ricostruibilita

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) — X y(1)

x(t)

Osservabilita = possibilita di determinare lo stato iniziale x; = x(tp) del
sistema a partire da misure di ingresso e uscita nell'intervallo [ty, t*]
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Osservabilita e ricostruibilita

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) — X y(1)

x(t)

Osservabilita = possibilita di determinare lo stato iniziale x; = x(tp) del
sistema a partire da misure di ingresso e uscita nell'intervallo [ty, t*]

Ricostruibilita = possibilita di determinare lo stato finale x* = x(t*) del
sistema a partire da misure di ingresso e uscita nell'intervallo [ty, t*]
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Stati indistinguibili e non osservabili

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t) |

| |
%/W‘, TG A ST W

| x(t) |

|
{:v t’i t) Xol = x(ch> td -t
7 XD”: x(’cd)i Xv(

N

Definizione: Uno stato xj si dice indistinguibile dallo stato x{ in [to, t*] se, per ogni
ingresso u(-), l'uscita y'(-) corrispondente allo stato iniziale x(ty) = x{ e l'uscita y”(-)
corrispondente allo stato iniziale x(ty) = x{' coincidono su [to, t*].
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Stati indistinguibili e non osservabili

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) — X y(1)

x(t)

Definizione: Uno stato xj si dice indistinguibile dallo stato x{ in [to, t*] se, per ogni
ingresso u(-), l'uscita y'(-) corrispondente allo stato iniziale x(ty) = x{ e l'uscita y”(-)
corrispondente allo stato iniziale x(ty) = x{' coincidono su [to, t*].

Definizione: Uno stato xg si dice non osservabile nell'intervallo [to, t*] se & indistin-
guibile dallo stato x(tp) = 0.
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Esempio introduttivo

_AAN x(t) = in(t), x(t) = i,(t)

u(t) y(t) = ir(t) = i, (£) + i, (t)

Ci_D §L1 §L2 to=0Li=L=L
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Esempio introduttivo

_AAN x(t) = in(t), x(t) = i,(t)

u(t) y(t) = ir(t) = i, (£) + i, (t)

Ci_D §L1 §L2 to=0Li=L=L

xo=| " |, a€R, &non osservabile in [0,¢t], Vt >0
—
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In questa lezione

> Osservabilita e ricostruibilita: definizioni generali
> Osservabilita di sistemi lineari a t.d.

> Ricostruibilita di sistemi lineari a t.d.



Osservabilita di sistemi LTIl a tempo discreto

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)

x(0) = x5 € R"
y(t) = Hx(t) O) = ¢

u(t) € R™ — Y > y(t)eRP “(‘M)

x(t) (
t—1 / 14(:(7)

y(t) = HF'x + > HF* " 'Gu(k) = HF'xo + HR ;s

\’v— &g/_\r—__/

tvodurion, evo utiowy

Liboren forretn
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Osservabilita di sistemi LTIl a tempo discreto

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)

x(0) = x5 € R"
y(t) = Hx(t) O) = ¢

u(0), u(1),u(2),... — Zx(t)_' y(0), ¥(1),x(2),...

y(k) = HF*xg + HRyu,, k=0,1,...,t—1

Insieme di stati iniziali indistinguibili da xo in [0,t — 1] (= in t passi)?

Quando possiamo determinare univocamente x, € R” dalle misure?
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Stati indistinguibili

x(0) = xo:  y(k) = HF*xo + HRyu,, k=0,1,...,t—1
x(0) = xb: y'(k) = HF*x) + HRu,, k=0,1,...,t—1
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Stati indistinguibili
x(0) = xo:  y(k) = HF*xo + HRyu,, k=0,1,...,t—1
x(0) = xb: y'(k) = HF*x) + HRu,, k=0,1,...,t—1

H 0
HF 0

Y(k) —y(k) =0, Yk < | HF? |(x) = x) = |0] <= x{ —xo € ker O;

HFt! 0
i |
£ 0, = matrice di osservabilita in t passi

xo + ker Oy = {xo + x, x € ker O;} = insieme di stati indistinguibili in t passi da xg
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Spazio non osservabile
Xno(t) = insieme di stati indistinguibili in t passi da xo = 0

= insieme di stati non osservabili in t passi

= spazio non osservabile in t passi = ker(O;)
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Spazio non osservabile

Xno(t) = insieme di stati indistinguibili in t passi da xo = 0
insieme di stati non osservabili in t passi

= spazio non osservabile in t passi = ker(O;)

Teorema: Gli spazi non osservabili soddisfano:
Xno(1) 2 Xno(2) 2 Xno(3) 2 -

Inoltre, esiste un primo intero i < n tale che

Xno(i) = Xnolj), Vj > i.
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Spazio non osservabile

Xno(t) = insieme di stati indistinguibili in t passi da xo = 0
insieme di stati non osservabili in t passi

= spazio non osservabile in t passi = ker(O;)

Teorema: Gli spazi non osservabili soddisfano:
Xno(1) 2 Xno(2) 2 Xno(3) 2 -

Inoltre, esiste un primo intero i < n tale che
Xno(i) = Xnol(j), Vj = i.
Xno 2 Xno(i) = (minimo) spazio non osservabile = Xy, (%)
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Criterio di osservabilita del rango phekl indinbinguibili o %o
Xo No = Xo
Definizione: Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.

Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) osservabile in t passi se t € il piu piccolo
intero tale che Xyo(t) = {0}.

Xuo = Xpg (%) = Ken @%
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Criterio di osservabilita del rango

Definizione: Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.
Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) osservabile in t passi se t € il piu piccolo
intero tale che Xyo(t) = {0}.
N F, H
O = O, = matrice di osservabilita del sistema  (Matlab® obsv(sys))

7

HHF Y osservabile <= ker(Q) = {0} <= rank(O)=n

e X = X () = ken O = {0}

P
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Criterio di osservabilita del rango

Definizione: Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.
Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) osservabile in t passi se t € il piu piccolo
intero tale che Xyo(t) = {0}.

O = O, = matrice di osservabilitd del sistema  (Matlab® obsv(sys))

Y osservabile <= ker(O) = {0} <= rank(O) =n

p = 1: ¥ osservabile <= det(O) # 0 OeR™"

wx

p > 1: ¥ osservabile <= det(O'O) #0 O'0elk

——
n X W,
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a; 1
0 a»
| (1)

a1
0 a»
| (1)

G. Baggio

] x(t), ai,an €R

] x(t), ai,an €R
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Esempi

(041 1
0 (0%

y(t)=1[0 1] x(r)

1. x(t+1) = [ ] x(t), ai,a2 €R

— non osservabile

1 1

0 042] x(t), ai,an €R

—> osservabile (in 2 passi)
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In questa lezione

> Osservabilita e ricostruibilita: definizioni generali
> Osservabilita di sistemi lineari a t.d.

> Ricostruibilita di sistemi lineari a t.d.



Ricostruibilita di sistemi LTIl a tempo discreto

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)

x(0) = xp
y(t) = Hx(t) ©

u(0), u(1),u(2),... — Zx(t)_' y(0), ¥(1),x(2),...

y(k) = HF*xg + HRyu,, k=0,1,...,t—1
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Ricostruibilita di sistemi LTIl a tempo discreto

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)

x(0) = xp
y(t) = Hx(t) ©

u(0), u(1),u(2),... — Zx(t)_' y(0), ¥(1),x(2),...

y(k) = HF*xg + HRyu,, k=0,1,...,t—1

Quando possiamo determinare univocamente x* = x(t — 1) € R” dalle misure?
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Spazio non ricostruibile
x*=x(t—1) = F" xg + Re_q1us_1

misure {u(k) o, {y (k)b
= Stati iwiziai Cmﬂfilou'ki ow Lo wmimwe X, + X;«o(”
- stab Limai compabibill o do winne X, .= F (k1 Xy (1)
T P\/M W,

b

= F5 % s R, tF Xt

XNK(JC): W?:(o meve w’c{mfmb.‘h \’_/_\U \/—Vf?/
im € ?U/A’l X*ZX(J(“’O fw‘d\ﬁ

atebo k(w& imdeFerwinala
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Spazio non ricostruibile
x*=x(t—1) = F" xg + Re_q1us_1
misure {u(k) o, {y(k)}izo

e stati iniziali compatibili con le misure: xg + Xno(t)

e stati finali compatibili con le misure: F*"'xg + F" ' Xyo(t) + Re_1ue_1
= x* + F 1 Xyo(t)
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Spazio non ricostruibile
x*=x(t—1) = F" xg + Re_q1us_1
misure {u(k) o, {y(k)}izo

e stati iniziali compatibili con le misure: xg + Xno(t)

e stati finali compatibili con le misure: F*"'xg + F" ' Xyo(t) + Re_1ue_1
= x* + F 1 Xyo(t)

Xnr(t) = spazio non ricostruibile in t passi = F* ' Xyo(t) = {F''x, x € ker(O;)}

Xnr = (minimo) spazio non ricostruibile = Xyg(n + 1)

E™ Xy (mtd) = F* Xo
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Criterio di ricostruibilita

Definizione: Un sistema X a t.d. si dice (completamente) ricostruibile se Xyg = {0}.
Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) ricostruibile in t passi se t € il piu piccolo
intero tale che Xyg(t) = {0}.

Xue = Xyg (nt1) = ™ X
XNQ:fLOﬁ L= FKXNo:lLOB (=7 XHNO S Ken FW
ket O
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Criterio di ricostruibilita

Definizione: Un sistema X a t.d. si dice (completamente) ricostruibile se Xyg = {0}.
Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) ricostruibile in t passi se t € il piu piccolo
intero tale che Xyg(t) = {0}.

Y ricostruibile <= ker(F") 2 ker(O) = Xno
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Criterio di ricostruibilita

Definizione: Un sistema X a t.d. si dice (completamente) ricostruibile se Xyg = {0}.
Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) ricostruibile in t passi se t € il piu piccolo
intero tale che Xyg(t) = {0}.

Y ricostruibile <= ker(F") 2 ker(O) = Xno

Y osservabile (Xyo = {0}) = X ricostruibile
om che C(M”"“J"

0
Y ricostruibile A X osservabile !!! . 7 Xuo 1 3
Feg — F'qg — Ka F*=R" — R 2 Xy
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Esempi

a4 1
1. x(t+1) = t R
x(t+1) [O 042] x(t), o102 € , non osservabile
ma ricostruibile se =0
y(t)=1[0 1] x(1) “
1 1
2. x(t+1) = [ ] x(t), a,ap €R
0 (%)

—> osservabile e (quindi) ricostruibile

y(t)=[1 0| x(t)
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Esempio introduttivo
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Stati indistinguibili

x(0) = xo:  y(k) = HF*xo + HRxur,  k=0,1,..., t—1

T x(0) = x5 y'(k) = HF*x + HRyup, k=0,1,...,t—1
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Esempi

1ox(t+1) = {‘Bl QIJ X(t), anaz€R
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Esempi e
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