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noi siamo qui
concetto di sistema

sistemi in
spazio di stato

equilibri e
linearizzazione

soluzioni e
analisi modale

stabilità
(cenni)

raggiungibilità
e controllabilità

retroazione
dallo stato

osservabilità e
ricostruibilità

stimatori
dello stato

sintesi del
regolatore



In questa lezione

Û Osservabilità e ricostruibilità: definizioni generali

Û Osservabilità di sistemi lineari a t.d.

Û Ricostruibilità di sistemi lineari a t.d.



Osservabilità e ricostruibilità
sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

�u(t) y(t)
x(t)
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non é direltamente accessibile



Osservabilità e ricostruibilità
sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

�u(t) y(t)
x(t)

Osservabilità = possibilità di determinare lo stato iniziale x0 = x(t0) del
sistema a partire da misure di ingresso e uscita nell’intervallo [t0, t

ú]
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Osservabilità e ricostruibilità
sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

�u(t) y(t)
x(t)

Osservabilità = possibilità di determinare lo stato iniziale x0 = x(t0) del
sistema a partire da misure di ingresso e uscita nell’intervallo [t0, t

ú]

Ricostruibilità = possibilità di determinare lo stato finale x
ú = x(tú) del

sistema a partire da misure di ingresso e uscita nell’intervallo [t0, t
ú]
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Stati indistinguibili e non osservabili
sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

�u(t) y(t)
x(t)

Definizione: Uno stato x
Õ
0

si dice indistinguibile dallo stato x
ÕÕ
0

in [t0, t
ú] se, per ogni

ingresso u(·), l’uscita y
Õ(·) corrispondente allo stato iniziale x(t0) = x

Õ
0

e l’uscita y
ÕÕ(·)

corrispondente allo stato iniziale x(t0) = x
ÕÕ
0

coincidono su [t0, t
ú].
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Stati indistinguibili e non osservabili
sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

�u(t) y(t)
x(t)

Definizione: Uno stato x
Õ
0

si dice indistinguibile dallo stato x
ÕÕ
0

in [t0, t
ú] se, per ogni

ingresso u(·), l’uscita y
Õ(·) corrispondente allo stato iniziale x(t0) = x

Õ
0

e l’uscita y
ÕÕ(·)

corrispondente allo stato iniziale x(t0) = x
ÕÕ
0

coincidono su [t0, t
ú].

Definizione: Uno stato x0 si dice non osservabile nell’intervallo [t0, t
ú] se è indistin-

guibile dallo stato x(t0) = 0.
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Esempio introduttivo

note

+
≠

R

L1 L2

u(t)

x1(t) = iL1
(t), x2(t) = iL2

(t)

y(t) = iR(t) = iL1
(t) + iL2

(t)

t0 = 0, L1 = L2 = L
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Esempio introduttivo

note

+
≠

R

L1 L2

u(t)

x1(t) = iL1
(t), x2(t) = iL2

(t)

y(t) = iR(t) = iL1
(t) + iL2

(t)

t0 = 0, L1 = L2 = L

x0 =
C

–
≠–

D

, – œ R, è non osservabile in [0, t], ’t > 0
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In questa lezione

Û Osservabilità e ricostruibilità: definizioni generali

Û Osservabilità di sistemi lineari a t.d.

Û Ricostruibilità di sistemi lineari a t.d.



Osservabilità di sistemi LTI a tempo discreto

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)
x(0) = x0 œ Rn

�u(t) œ Rm
y(t) œ Rp

x(t)

y(t) = HF
t
x0 +

t≠1ÿ

k=0

HF
t≠k≠1

Gu(k) = HF
t
x0 + HRtut
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Osservabilità di sistemi LTI a tempo discreto

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)
x(0) = x0 œ Rn

�u(0), u(1), u(2), . . . y(0), y(1), y(2), . . .
x(t)

y(k) = HF
k
x0 + HRkuk , k = 0, 1, . . . , t ≠ 1

Insieme di stati iniziali indistinguibili da x0 in [0, t ≠ 1] (= in t passi)?

Quando possiamo determinare univocamente x0 œ Rn dalle misure?
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Stati indistinguibili

note

x(0) = x0: y(k) = HF
k
x0 + HRkuk , k = 0, 1, . . . , t ≠ 1

x(0) = x
Õ
0
: y

Õ(k) = HF
k
x

Õ
0

+ HRkuk , k = 0, 1, . . . , t ≠ 1
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Stati indistinguibili

note

x(0) = x0: y(k) = HF
k
x0 + HRkuk , k = 0, 1, . . . , t ≠ 1

x(0) = x
Õ
0
: y

Õ(k) = HF
k
x

Õ
0

+ HRkuk , k = 0, 1, . . . , t ≠ 1

y
Õ(k) ≠ y(k) = 0, ’k ≈∆

S

WWWWWWWU

H

HF

HF
2

...
HF

t≠1

T

XXXXXXXV

¸ ˚˙ ˝
, Ot

(x Õ
0

≠ x0) =

S

WWWWWWWU

0
0
0
...
0

T

XXXXXXXV

≈∆ x
Õ
0

≠ x0 œ ker Ot

= matrice di osservabilità in t passi

x0 + ker Ot = {x0 + x , x œ ker Ot} = insieme di stati indistinguibili in t passi da x0
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Spazio non osservabile
XNO(t) = insieme di stati indistinguibili in t passi da x0 = 0

= insieme di stati non osservabili in t passi
= spazio non osservabile in t passi = ker(Ot)
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Spazio non osservabile
XNO(t) = insieme di stati indistinguibili in t passi da x0 = 0

= insieme di stati non osservabili in t passi
= spazio non osservabile in t passi = ker(Ot)

Teorema: Gli spazi non osservabili soddisfano:

XNO(1) ´ XNO(2) ´ XNO(3) ´ · · ·

Inoltre, esiste un primo intero i Æ n tale che

XNO(i) = XNO(j), ’j Ø i .
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Spazio non osservabile
XNO(t) = insieme di stati indistinguibili in t passi da x0 = 0

= insieme di stati non osservabili in t passi
= spazio non osservabile in t passi = ker(Ot)

Teorema: Gli spazi non osservabili soddisfano:

XNO(1) ´ XNO(2) ´ XNO(3) ´ · · ·

Inoltre, esiste un primo intero i Æ n tale che

XNO(i) = XNO(j), ’j Ø i .

XNO , XNO(i) = (minimo) spazio non osservabile
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Xno n



Criterio di osservabilità del rango

Definizione: Un sistema � a t.d. si dice (completamente) osservabile se XNO = {0}.
Un sistema � a t.d. si dice (completamente) osservabile in t passi se t è il più piccolo
intero tale che XNO(t) = {0}.
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Criterio di osservabilità del rango

Definizione: Un sistema � a t.d. si dice (completamente) osservabile se XNO = {0}.
Un sistema � a t.d. si dice (completamente) osservabile in t passi se t è il più piccolo
intero tale che XNO(t) = {0}.

O , On = matrice di osservabilità del sistema (Matlab R� obsv(sys))

� osservabile ≈∆ ker(O) = {0} ≈∆ rank(O) = n
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Criterio di osservabilità del rango

Definizione: Un sistema � a t.d. si dice (completamente) osservabile se XNO = {0}.
Un sistema � a t.d. si dice (completamente) osservabile in t passi se t è il più piccolo
intero tale che XNO(t) = {0}.

O , On = matrice di osservabilità del sistema (Matlab R� obsv(sys))

� osservabile ≈∆ ker(O) = {0} ≈∆ rank(O) = n

p = 1: � osservabile ≈∆ det(O) ”= 0

p > 1: � osservabile ≈∆ det(O€
O) ”= 0
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Esempi

note

1. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
0 1

È
x(t)

2. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
1 0

È
x(t)
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Esempi

note

1. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
0 1

È
x(t)

2. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
1 0

È
x(t)

=∆ non osservabile

=∆ osservabile (in 2 passi)
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In questa lezione

Û Osservabilità e ricostruibilità: definizioni generali

Û Osservabilità di sistemi lineari a t.d.

Û Ricostruibilità di sistemi lineari a t.d.



Ricostruibilità di sistemi LTI a tempo discreto

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)
x(0) = x0

�u(0), u(1), u(2), . . . y(0), y(1), y(2), . . .
x(t)

y(k) = HF
k
x0 + HRkuk , k = 0, 1, . . . , t ≠ 1
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Ricostruibilità di sistemi LTI a tempo discreto

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)
x(0) = x0

�u(0), u(1), u(2), . . . y(0), y(1), y(2), . . .
x(t)

y(k) = HF
k
x0 + HRkuk , k = 0, 1, . . . , t ≠ 1

Quando possiamo determinare univocamente x
ú = x(t ≠ 1) œ Rn dalle misure?
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Spazio non ricostruibile
x

ú = x(t ≠ 1) = F
t≠1

x0 + Rt≠1ut≠1

misure {u(k)}t≠1

k=0
, {y(k)}t≠1

k=0
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Stati initial compatibili con le misure x t Xno t
statifinali compatibili con le mime Xe Ft xoxxno t
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Spazio non ricostruibile
x

ú = x(t ≠ 1) = F
t≠1

x0 + Rt≠1ut≠1

misure {u(k)}t≠1

k=0
, {y(k)}t≠1

k=0

• stati iniziali compatibili con le misure: x0 + XNO(t)

• stati finali compatibili con le misure: F
t≠1

x0 + F
t≠1

XNO(t) + Rt≠1ut≠1

= x
ú + F

t≠1
XNO(t)
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Spazio non ricostruibile
x

ú = x(t ≠ 1) = F
t≠1

x0 + Rt≠1ut≠1

misure {u(k)}t≠1

k=0
, {y(k)}t≠1

k=0

• stati iniziali compatibili con le misure: x0 + XNO(t)

• stati finali compatibili con le misure: F
t≠1

x0 + F
t≠1

XNO(t) + Rt≠1ut≠1

= x
ú + F

t≠1
XNO(t)

XNR(t) = spazio non ricostruibile in t passi = F
t≠1

XNO(t) = {F
t≠1

x , x œ ker(Ot)}

XNR = (minimo) spazio non ricostruibile = XNR(n + 1) = F
n
XNO
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Criterio di ricostruibilità

Definizione: Un sistema � a t.d. si dice (completamente) ricostruibile se XNR = {0}.
Un sistema � a t.d. si dice (completamente) ricostruibile in t passi se t è il più piccolo
intero tale che XNR(t) = {0}.
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Criterio di ricostruibilità

Definizione: Un sistema � a t.d. si dice (completamente) ricostruibile se XNR = {0}.
Un sistema � a t.d. si dice (completamente) ricostruibile in t passi se t è il più piccolo
intero tale che XNR(t) = {0}.

� ricostruibile ≈∆ ker(F n) ´ ker(O) = XNO
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Criterio di ricostruibilità

Definizione: Un sistema � a t.d. si dice (completamente) ricostruibile se XNR = {0}.
Un sistema � a t.d. si dice (completamente) ricostruibile in t passi se t è il più piccolo
intero tale che XNR(t) = {0}.

� ricostruibile ≈∆ ker(F n) ´ ker(O) = XNO

� osservabile (XNO = {0}) ∆ � ricostruibile

� ricostruibile ”∆ � osservabile !!!
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Esempi

note

1. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
0 1

È
x(t)

2. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
1 0

È
x(t)
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Esempi

note

1. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
0 1

È
x(t)

2. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
1 0

È
x(t)

non osservabile=∆ ma ricostruibile se –1 = 0

=∆ osservabile e (quindi) ricostruibile
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Esempio introduttivo

note

+
≠

R

L1 L2

u(t)

x1(t) = iL1
(t), x2(t) = iL2

(t)

y(t) = iR(t) = iL1
(t) + iL2

(t)

t0 = 0, L1 = L2 = L
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#
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El F TDT T1 D 8 I
til
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TEE
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Stati indistinguibili

note

x(0) = x0: y(k) = HF
k
x0 + HRkuk , k = 0, 1, . . . , t ≠ 1

x(0) = x
Õ
0
: y

Õ(k) = HF
k
x

Õ
0

+ HRkuk , k = 0, 1, . . . , t ≠ 1
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#

Sequencer di ingresso u o u i ult n
x o Xo y k HF x HRKuk K O I t e

o to y k HF xo tHRank K ot.intn

to é indistinguibile da syck y k k o l t e

y k y k O K o I t t

k o y o y o Hto Ht H xo xo O

K 1 y e y e HF Xo to O

K 2 y 2 y 2 HF Xo Xo O1
Ifi x xo x x e Ker Ot

at.IT
diosservabilita in t pass

Quindi l insieme di stati indistinguibili da x in o t e e



#

Xo t KerOf to t X X E KerOt

Inotbe l insieme di stati non onervabili in o tD e

Knott KerOt



Esempi

note

1. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
0 1

È
x(t)

2. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
1 0

È
x(t)
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Esempi

note

1. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
0 1

È
x(t)

2. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
1 0

È
x(t)
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