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Nella scorsa lezione

> Osservabilita e ricostruibilita: definizioni generali

> Osservabilita di sistemi lineari a t.d.

> Ricostruibilita di sistemi lineari a t.d.

> Osservabilita e ricostruibilita di sistemi lineari a t.c.



In questa lezione

> Sistema duale e sue proprieta

> Proprieta equivalenti all'osservabilita e alla ricostruibilita

> Stimatori dello stato

> Rivelabilita
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Sistema duale

: x(t+ 1) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi E
: > p uscite :
: y(t) = Hx(t) n stati :
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Sistema duale

: x(t+ 1) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi E
: > p uscite :
: y(t) = Hx(t) n stati :

sistema duale Xy = (F',H",G")

x(t+1)=F"x(t) + H u(t) p ingressi
Xy m uscite
y(t) = 6 x(t) n stati
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Sistema duale

: x(t+ 1) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi E
: > p uscite :
: y(t) = Hx(t) n stati :

sistema duale Xy = (F',H",G")

x(t+1)=F"x(t)+ H u(t) p ingressi
24 m uscite
y(t) = G"x(t) n stati

N.B. Qui consideriamo sistemi a t.d. ma tutto si applica a t.c.!
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Sistema duale: raggiungibilita e controllabilita

x(t+1)= F x(t)+ H"u(t) p ingressi
>4 m uscite
y(t) = G"x(t) n stati
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Sistema duale: raggiungibilita e controllabilita

x(t+1)= F x(t)+ H"u(t) p ingressi
>4 m uscite
y(t) = G"x(t) n stati
H' _—
FH > 4 raggiungibile
Rd _ HT FTHT (FT)n—lHT} — . — OT @

HF:”* . ¥ osservabile

> 4 controllabile
Im((F7)") CImRy <= ker(F") D ker O (3
Y ricostruibile
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Sistema duale: osservabilita e ricostruibilita

x(t+1) = F x(t) + H u(t) p ingressi
d: m uscite
y(t) = Gx(t) n stati
GT
GTET - > 4 osservabile
g = _ =[G FG -+ FiG| =RT )
: Y raggiungibile
GT(FT)"1 gglung

> 4 ricostruibile

i3

ker((F')") D kerOy <= Im(F") C ImR
> controllabile
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Dualita: equivalenza algebrica

z=T71x

> =(F,G,H) » L =(T'FT, TG, HT)
dualita dualita
Tl T AT z=T"x = T T—llTT T(TT)-1
Yo=(F',H",G") »Yy=(T'F(T")", T'"H',G'(T")™)

Cambio di base T nel sistema di partenza = cambio di base (T )~ nel sistema duale
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Dualita: forma di Kalman di raggiungibilita/osservabilita

> 4 non raggiungibile

Yy=(F",H",G")

|

dualita

|

Y =(F,G,H)

_ -1
z= T, x

_ 7T
z=Tgx

’Io”'lﬂ‘l:’l[&»a I'me .

7
Forma di %nan (Vd\(aggiungibilité)

- 8] 9] )

f

dualita

!

Y non osservabile

Giacomo Baggio

IMC-TdS-1920: Lez. 20

-5~ ([ |- oo

Forma di Kalman di osservabilita
(Fx, Gy, 0) sottosistema non osservabile
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Dualita: forma canonica di controllo/osservazione

Y 4 raggiungibile Forma canonica di controllo
con singolo ingresso (p = 1)

z= T x SR AR I
Tg=(F",H",G") | ({ a0 oy 1 ] 5 7GCT’1)
—Qp —Q1 ot —Olp—1 1
T t
dualita dualita
l ¢
Z = TTX ? 8 8 70‘10
Z:(Fy GyH) < > ZO: ([0 1 O _al ] 7(;C]-7[001:|>
Q- - 1. —ap—1

Y g osservabile

con singola uscita (p = 1) Forma canonica di osservazione
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Dualita: test PBH di raggiungibilita /osservabilita

Test PBH di raggiungibilita

> 4 raggiungibile <«—
Yy=(F",H",G") >
rank[zl = FT H'] = n, Vze C

I f

dualita ' M—"h"%. P ffH dualita
d Wwwalmb"-m R ' 2 auloveloy
> abile <= & Fl
x=(F,G,H) " rank Z/_F]:n,VZEC
H
Test di osservabilita
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In questa lezione

> Sistema duale e sue proprieta

> Proprieta equivalenti all’osservabilita e alla ricostruibilita

> Stimatori dello stato

> Rivelabilita



Proprieta equivalenti all'osservabilita

x(t+ 1) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi
> p uscite
y(t) = Hx(t) n stati

Teorema: |l sistema X € osservabile se e solo se:
1. rank(O) = n.

2. Il sistema duale ¥, & raggiungibile.

3. rank[Zl;lF}:n,VZEC. (Vz aho vl di F)

4. gli autovalori di F+ LH sono allocabili arbitrariamente tramite la matrice L € R"*P.
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Proprieta equivalenti alla ricostruibilita

x(t+ 1) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi
> p uscite
y(t) = Hx(t) n stati

Teorema: |l sistema X e ricostruibile se e solo se:
1. ker F" D ker O = Xpo.
2. |l sistema duale ¥, & controllabile.

zl — F

9 rank[ H

]zn,VZEC,z#O.

4. esiste una matrice L € R"*P tale che F + LH ha tutti gli autovalori nulli.
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Proprieta equivalenti alla ricostruibilita

x(t+ 1) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi
> p uscite
y(t) = Hx(t) n stati

Teorema: |l sistema X e ricostruibile se e solo se:
1. ker F" D ker O = Xpo.
2. |l sistema duale >, € controllabile.

zl — F

3. rank[ H

]:n,VZEC,z#O.

4. esiste una matrice L € R"*P tale che F + LH ha tutti gli autovalori nulli.

N.B. Parlare di ricostruibilita ha “senso” solo a t.d.!
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In questa lezione

> Sistema duale e sue proprieta

> Proprieta equivalenti all'osservabilita e alla ricostruibilita

> Stimatori dello stato

> Rivelabilita



Il problema della stima dello stato

x(t+ 1) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi
> p uscite
y(t) = Hx(t) n stati

u(t)

Z@?—' y(t)

Assunzione: lo stato x(t) non & direttamente accessibile

Problema: costruire una “buona” stima X(t) di x(t) a
partire da dati ingresso/uscita e conoscenza del modello
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Stimatori a catena aperta
stimatore a catena aperta

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) X(t+1)
y(t) = Hx(t) - J(t) =%(1)

[*l']>
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Stimatori a catena aperta
stimatore a catena aperta

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) R(t+1) = Fx(t) + Gu(t)
y(t) = Hx(t) - Y1) =%(1)

M>

errore di stima: e(t) = x(t) — X(t)

e(t+1)=x(t+1)—x(t+1) = F(x(t) — x(t)) = Fe(t)

errore di stima e(t) —=% oo se F & instabile !!!
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Stlmatorl a catena chlusa cove ltivo ‘\

stimatore a catena chiusa
x(t+1)=Fx(t) + Gu(t) — L(y(t) — Hx(t))
y(t)=x(t)

L € R™P = guadagno dello stimatore

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)
y(t) = Hx(t)

!\.’|>
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Stimatori a catena chiusa
stimatore a catena chiusa

X(t+1)=Fx(t)+ Gu(t) — L(y(t) — Hx(t))
y(t)=X(t)

L € R™P = guadagno dello stimatore

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)
y(t) = Hx(t)

™M>

errore di stima: e(t) = x(t) — %(t)

e(t +1) = x(t +1) — &(t + 1) = F(x(t) — X(£)) + LH(x(t) — %(t)) = (F + LH)e(t)

errore di stima e(t) tende a zero se F 4+ LH & asintoticamente
stabile (e in questo caso F pud anche essere instabile) !!!

December 2, 2019 19 /33
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Stimatori a catena chiusa: osservazioni

1. Per quanto visto prima, se il sistema & osservabile allora &€ sempre possible cal-
colare un guadagno L in grado di rendere F + LH asintoticamente stabile. Per il
calcolo di L possiamo usare le tecniche di allocazione degli autovalori viste per il
controllo in retroazione in questo caso applicate al sistema duale!

(teowea dnalte)
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Stimatori a catena chiusa: osservazioni

1. Per quanto visto prima, se il sistema & osservabile allora &€ sempre possible cal-
colare un guadagno L in grado di rendere F + LH asintoticamente stabile. Per il
calcolo di L possiamo usare le tecniche di allocazione degli autovalori viste per il
controllo in retroazione in questo caso applicate al sistema duale!

2. Se tutti gli autovalori di F 4+ LH vengono allocati in zero abbiamo costruito uno
stimatore dead-beat !
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Stimatori a catena chiusa: osservazioni

1. Per quanto visto prima, se il sistema & osservabile allora &€ sempre possible cal-
colare un guadagno L in grado di rendere F + LH asintoticamente stabile. Per il
calcolo di L possiamo usare le tecniche di allocazione degli autovalori viste per il
controllo in retroazione in questo caso applicate al sistema duale!

2. Se tutti gli autovalori di F 4+ LH vengono allocati in zero abbiamo costruito uno
stimatore dead-beat !

3. Gli stimatori che abbiamo visto sono detti di stimatori di ordine intero perché
stimano l'intero stato x(t). In certi casi, & possibile costruire stimatori di ordine
ridotto che stimano solo la parte “veramente incognita” dello stato.
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Stimatori a catena chiusa: osservazioni

1. Per quanto visto prima, se il sistema & osservabile allora &€ sempre possible cal-
colare un guadagno L in grado di rendere F + LH asintoticamente stabile. Per il
calcolo di L possiamo usare le tecniche di allocazione degli autovalori viste per il
controllo in retroazione in questo caso applicate al sistema duale!

2. Se tutti gli autovalori di F 4+ LH vengono allocati in zero abbiamo costruito uno
stimatore dead-beat !

3. Gli stimatori che abbiamo visto sono detti di stimatori di ordine intero perché
stimano l'intero stato x(t). In certi casi, & possibile costruire stimatori di ordine
ridotto che stimano solo la parte “veramente incognita” dello stato.

4. Tutto quello che abbiamo visto si applica anche a sistemi a t.c. (unica eccezio-
ne: a t.c. non ha senso parlare di stimatori dead-beat).
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Esempio

x(t+1) = [8 ﬂ (1)

y(t) =1 1]x(t)

Costruire, se esiste, uno stimatore dead-beat.
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Esempio

x(t+1) = [8 ﬂ (1)

y(t) =1 1]x(t)

Costruire, se esiste, uno stimatore dead-beat.

[l sistema € osservabile quindi uno stimatore dead-beat esiste.

|

[l guadagno dello stimatore dead-beat &€ L = [_

N[N =
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In questa lezione

> Sistema duale e sue proprieta

> Proprieta equivalenti all'osservabilita e alla ricostruibilita

> Stimatori dello stato

> Rivelabilita



Rivelabilita a t.d.
5 x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi
(8 = Hx(1) h stati

Definizione: Il sistema X si dice rivelabile se esiste uno stimatore dello stato a catena
chiusa il cui errore di stima tende asintoticamente a zero.
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Rivelabilita a t.d.

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi
> p uscite
y(t) = Hx(t) n stati

Definizione: Il sistema X si dice rivelabile se esiste uno stimatore dello stato a catena
chiusa il cui errore di stima tende asintoticamente a zero.

Teorema: Le seguenti condizioni sono equivalenti:

1. > e rivelabile. 2. Il sistema duale >, e stabilizzabile.

3. Esiste L € R"*P tale che F + LH ha autovalori con modulo minore di 1.

4. || sottosistema non osservabile di ~ ha autovalori con modulo minore di 1.

zl — F

5. La matrice PBH [ H

1 ha rango n, Vz con |z| > 1.
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Rivelabilita in tempo finito (a t.d.)

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi
uscite
y(t) = Hx(t) lr; stati

Definizione: Il sistema X si dice rivelabile in tempo finito se esiste uno stimatore
dello stato a catena chiusa il cui errore di stima tende a zero in tempo finito.
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Rivelabilita in tempo finito (a t.d.)

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi
uscite
y(t) = Hx(t) lr; stati

Definizione: Il sistema X si dice rivelabile in tempo finito se esiste uno stimatore
dello stato a catena chiusa il cui errore di stima tende a zero in tempo finito.
Teorema: Le seguenti condizioni sono equivalenti:

1. ¥ e rivelabile in tempo finito. 2. X ammette uno stimatore dead-beat.

3. Il sistema duale ¥, & stabilizzabile in tempo finito. 4. ¥ é ricostruibile.

5. Il sottosistema non osservabile di ¥ ha autovalori nulli.

zl — F

6. La matrice PBH [ H

1 ha rango n, Vz con z # 0.
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Rivelabilita a t.c.

x(t) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi
> p uscite
y(t) = Hx(t) n stati

Definizione: Il sistema X si dice rivelabile se esiste uno stimatore dello stato a catena
chiusa il cui errore di stima tende asintoticamente a zero.
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Rivelabilita a t.c.

x(t) = Fx(t) + Gu(t) m ingressi
> p uscite
y(t) = Hx(t) n stati

Definizione: |l sistema X si dice rivelabile se esiste uno stimatore dello stato a catena
chiusa il cui errore di stima tende asintoticamente a zero.

Teorema: Le seguenti condizioni sono equivalenti:

1. > e rivelabile. 2. Il sistema duale >, e stabilizzabile. 0

3. Esiste L € R"*P tale che F + LH ha autovalori con parte reale minore di &. 0
4. |l sottosistema non osservabile di 2 ha autovalori con parte reale minore di §.

zl — F

5. La matrice PBH [ H

] ha rango n, Vz con R[z] > 0.

Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 20 December 2, 2019

25 /33


iPad


Esempio

x(t+1) = E 2} x(t)

y(t)=1[1 0]x(t)

Discutere la rivelabilita del sistema al variare di o € R.
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Esempio

x(t+1) = E g} x(t)

y(t)=1[1 0]x(t)

Discutere la rivelabilita del sistema al variare di o € R.

Il sistema é rivelabile se |a| < 1 (rivelabile in tempo finito se a = 0).
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Sistema duale: raggiungibilita e controllabilita @

+1) = Fx(t) 1Gu(t)

x(t+1) = FTx(t) + H u(t) p ingressi
m uscite

o (x( l'
#0 = 67x(0) e 7 1 y H [+ x [f]
tJy

Fx(t) = Flx(t) + T (f)
2y = T

Zg quwuil;;h => Ik Kg =

Kys [HT FTHT Y H™ - FY

= H ”—O
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<= nta.K O =n

(=2 Ramk O=m

=y T omewvabile

I, caledlbile <= Im{FT,)“S [w R

e

\

=

<=V Tw(F") ¢ ImO

N.B. Ae R™™ (%) (%) |

0 <=7 [Ken F']7 & [ket O
T A =[Ken(AT) \ - - B

A<= Ka F" 2 ket O

thonamaly <=y T micostuuh Lo
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Dualita: forma di Kalman di raggiungibilita/osservabilita em

£, non raggiungibile Forma di Kalman (di raggiungibilita)

= Tyl T T 7 _ -
Ty =(FT H6T) — <~ de:([%] %H"H[G, cz])

dualitd dualitd
l z=Tgx [ 0 G i
o (FGH) — Ky (F RAREIRR )
¥ non osservabile Forma di Kalman di osservabilita

[ (.

x({'-m)= 9 x(t) t T u(t)

L Fa Fzz G2

(F22, G2,0) i non osservabile

< [ K, 0] x(¥)

:.M.L(Vnh L '

[/_,—
qu,. Cr, H ) = poltvaialoma

onarvo bite

Mo NV & Llll.
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Proprieta equivalenti all'osservabilita

x(e+1) = Fx(t) + Gu(t)
() = Hx(t)
Teorema: |l sistema ¥ & osservabile se e solo se:
1. rank(0) =

2. Il sistema duale ¥ & raggiungibile.

PN

3 vank[zl;F]:n,VIGC.

4. gliautovalori di F+LH sono allocabili arbitrariamente tramite la matrice L € R,

m ingressi
p uscite
n stati

F'+ H'K ;
dpnMLL [N Dlﬂl‘/fJ'LD_

tromibe Lo g,m[g,u K

C=7 Ft K'H o ombovalou
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e(tea) = x(be) - R (ta)z Fxltle Gu() -FR(0-GwE)
|

- F(x(e)- £t) = F e(t)
F & omad akbile = elt) = 0
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Stimatori a catena chiusa e @
. x( ) = Fx(t) + Gu(t) s (t+1) () + Gu(t) — L(y(t) Hi(!))‘
(t) = Hx(t) Tt =4(t) N - A A
L € R"™? = guadagno dello stimatore 4 F -' - -
n A
w(t)= %[t
J\ 7
N
e(t) = x(t) - % (t)

e (£44) =

k) - R (b) = Fxle) 1 N[0 - FRI - G()

+L(Hwn-H£&u

(F*LH)f{H

(F +LH) (x(b)- 3@) =
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Esempio -] F
=[5 3]s o 47
v =] 1Tx(lz> X{E'f’n = o 1 X{'{'J
w(t)= [1 1] x(¢)
AR SN
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ H

0l
LN
AN

= 'HF = Lt 040 = ¢ weavabily

™~

(o]

= 31 Jfimotbow deod- beat
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AF%L%(A\'T dot (AI F-LH)
A A N I
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Esempio

Xt+1) = E S] x(t)

y(e)=[1 0] x(t)

Discutere la rivelabilita del sistema al variare di o € R.
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