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Osservabilita e ricostruibilitéL_ - dinm p- divw
u], A \L \l'

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) —— (1)

x(t)
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Osservabilita e ricostruibilita

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) —— (1)

x(t)

Osservabilita = possibilita di stimare lo stato iniziale x(0) del
sistema a partire da misure di ingresso e uscita nell'intervallo [0, 2]
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Osservabilita e ricostruibilita

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) —»

x(t)

— y(t)

Osservabilita = possibilita di stimare lo stato iniziale x(0) del
sistema a partire da misure di ingresso e uscita nell'intervallo [0, 2]

Ricostruibilita = possibilita di stimare lo stato finale x(%) del
sistema a partire da misure di ingresso e uscita nell'intervallo [0, 2]
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Stati e spazi non osservabili

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

! x()=x 4 !
u(t) ——  X___—— y(1) "/\\//:j

|
]
[ W) xo)=0 t
0
Definizione: Uno stato X si dice non osservabile nell'intervallo [0, t] se per ogni
ingresso u(-), l'uscita y(-) corrispondente allo stato iniziale x(0) = X coincide su
[0, £] con I'uscita corrispondente allo stato iniziale x(0) = 0.
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Stati e spazi non osservabili

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) — X ——y(t)

x(t)

Definizione: Uno stato X si dice non osservabile nell'intervallo [0, t] se per ogni
ingresso u(-), l'uscita y(-) corrispondente allo stato iniziale x(0) = X coincide su
[0, £] con I'uscita corrispondente allo stato iniziale x(0) = 0.

Definizione: L'insieme di tutti gli stati non osservabili nell'intervallo [0, %] & detto
spazio non osservabile in [0, Z].
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Stati indistinguibili (nel futuro)

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) —— (1)

x(t)

Definizione: Due stati x’ e X" si dicono indistinguibili (nel futuro) nell'intervallo [0, ]
se per ogni ingresso u(-), I'uscita y’(-) corrispondente allo stato iniziale x(0) = X’ e
I'uscita y”(-) corrispondente allo stato iniziale x(0) = X" coincidono su [0, t].
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Stati indistinguibili (nel futuro)

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) —— (1)

x(t)

Definizione: Due stati X’ e X" si dicono indistinguibili (nel futuro) nell'intervallo [0, ]
se per ogni ingresso u(-), I'uscita y’(-) corrispondente allo stato iniziale x(0) = X’ e
I'uscita y”(-) corrispondente allo stato iniziale x(0) = X" coincidono su [0, £].

stato non osservabile = stato indistinguibile da zero
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Esempio introduttivo

R Xl(t) = iLl(t)Y X2(t) = iL2(t)

— VWV y(£) = inlt) = i (£) + ins (1)

@® 2u 3o -

X = , & € R, & non osservabile Vt > 0
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Stati e spazi non ricostruibili

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y( )

Il u(t) —— % —*y(t) SN
! I > x(t)] (F)# % (lj ;

Definizione: Uno stato X si dice non ricostruibile nell'intervallo [0, t] se ogni ingresso
u(+) e uscita y(+) in [0, t] “compatibili” con un’evoluzione di stato x’(t) con stato finale
x'(t) = X sono anche “compatibili” con un’evoluzione di stato x”(t) con x"(t) # x.
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Stati e spazi non ricostruibili

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) — X ——y(t)

x(t)

Definizione: Uno stato X si dice non ricostruibile nell'intervallo [0, t] se ogni ingresso
u(-) e uscita y(+) in [0, t] “compatibili” con un’evoluzione di stato x’(t) con stato finale

x'(t) = X sono anche “compatibili” con un’evoluzione di stato x”(t) con x"(t) # x.

Definizione: L'insieme di tutti gli stati non ricostruibili nell'intervallo [0, t] & detto
spazio non ricostruibile in [0, Z].
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In questa lezione

> Osservabilita e ricostruibilita: definizioni generali

> Osservabilita di sistemi lineari a t.d.

> Ricostruibilita di sistemi lineari a t.d.
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Osservabilita di sistemi a tempo discreto: setup

x(t+ 1) = Fx(t) + Gu(t)

x(0) =xg € R"”
y(1) = Hix(2) (0= €

u(t) € R™m — Y — y(t) € RP

x(t)

t—1

y(t) = HF'xo + > HF* ' Gu(k) = HF'xo + HRu;
V. (A
Libea [dtzata
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Osservabilita di sistemi a tempo discreto: setup

x(t+ 1) = Fx(t) + Gu(t)

x(0) = x
y(t) = Hx(t) ©

u(0), u(1), u(2),... — Zx(t)—' ¥(0),¥(1), ¥(2), ...

y(k) = HF*x + HRu,, k=0,1,...,t—1
nmown

ha Vi

Insieme di stati X osservabili da misure {u(k)}izh, {y(k)}_h?

Quando possiamo osservare tutti i possibili stati x € R"?
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Spazio non osservabile

x(0) =x: y(k) = HF*) + HRyu,, k=0,1,...,t—1
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Spazio non osservabile

x(0) =x: y(k) = HF*) + HRyu,, k=0,1,...,t—1

X(O) =0 yo(k) = HR (uy, k=0,1, ,t—1
o -
HF 0
y(k) = yo(k) =0, k=0,1,....t—1 « | HF? | x = |0 = X ckerO,
HFt1 0

20,

O; = matrice di osservabilita in t passi
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Spazio non osservabile
Xno(t) = spazio non osservabile in t passi = ker(O;)

(o nell'intervallo [0, t — 1])
(o con t misure)
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Spazio non osservabile
Xno(t) = spazio non osservabile in t passi = ker(O;)

(o nell'intervallo [0, t — 1])
(o con t misure)

Teorema: Gli spazi non osservabili soddisfano:
Xno(1) 2 Xno(2) 2 Xno(3) 2 - -
Inoltre, esiste un primo intero i < n tale che

Xuo(i) = Xno(j), Vj 2 i.
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Spazio non osservabile
Xno(t) = spazio non osservabile in t passi = ker(O;)

(o nell'intervallo [0, t — 1])
(o con t misure)

Teorema: Gli spazi non osservabili soddisfano:
Xno(1) 2 Xno(2) 2 Xno(3) 2 - -
Inoltre, esiste un primo intero i < n tale che

Xnoli) = Xno(j), Vi = i.

A , Yol WY . :
Xno = Xno(i) = (meassbmo) spazio non osservabile
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Criterio di osservabilita

Definizione: Un sistema X a t.d. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.
Un sistema X a t.d. si dice (completamente) osservabile in t passi (o con t misure)
se t e il pit piccolo intero tale che Xyo(t) = {0}.
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Criterio di osservabilita

Definizione: Un sistema X a t.d. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.
Un sistema X a t.d. si dice (completamente) osservabile in t passi (o con t misure)
se t e il pit piccolo intero tale che Xyo(t) = {0}.

O £ O, = matrice di osservabilita del sistema

Y osservabile <= ker(0) = {0} <= rank(O)=n| ()*
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Criterio di osservabilita

Definizione: Un sistema X a t.d. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.
Un sistema X a t.d. si dice (completamente) osservabile in t passi (o con t misure)
se t e il pit piccolo intero tale che Xyo(t) = {0}.

O £ O, = matrice di osservabilita del sistema

Y osservabile <= ker(O) = {0} <= rank(O) =n

p = 1: ¥ osservabile < det(O) #0

p > 1: ¥ osservabile <= det(OTO) #£0
mx y
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Esempi

1. x(t—l—l):[g }2

y(t) = [0 1] x(t)

]xu), fhCR

2. x(t+1) = [f)l }2

y(t)=[1 0] x(t)

1x(t), fi,HheR
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Esempi

1. x(t—l—l):[g )}2

y(t) = [0 1] x(t)

]xu), fhCR

2. x(t+1) = [g }2

y(t)=[1 0] x(t)

]x(t), fheR

Giacomo Baggio

IMC-TdS-1920: Lez. 19

extra

= non osservabile

= osservabile (in 2 passi)

November 26, 2019

16 / 42



Osservabilita ed equivalenza algebrica

x(t+1) = Fx(t) =71« z(t+ 1) = Fz(t)
{y(t) — Hix(1) 3 {ym ~ Hz(t)
F=T7FT, H=HT
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Osservabilita ed equivalenza algebrica
x(t+1) = Fx(t) =71« z(t + 1)_: Fz(t)
y(t) = Hx(t) y(t) = Hz(t)
F=T7FT, H=HT
H
_ HF
0= _ =0T
RE™
rank(O) = rank(O) == cambio di base non modifica |'osservabilita !!
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Osservabilita ed equivalenza algebrica
x(t+1) = Fx(t) =71« z(t + 1)_: Fz(t)
y(t) = Hx(t) y(t) = Hz(t)
F=T7FT, H=HT
H
_ HF
0= _ =0T
RE
rank(O) = rank(O) == cambio di base non modifica |'osservabilita !!
Inoltre, se ¥ osservabile: OTO =0TOT — T =(0T0O)'0"O
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Calcolo dello stato iniziale

Se Y & osservabile in t passi, come calcolare |la condizione
iniziale del sistema X = x(0) a partire da dati ingresso/uscita?
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Calcolo dello stato iniziale

Se Y & osservabile in t passi, come calcolare |la condizione
iniziale del sistema X = x(0) a partire da dati ingresso/uscita?

yo(k) = HF¥x = y(k) — HR4u, k=0,1,...,t—1

yg(O) _,:/_ }/e(O)
yé(:l) = H;F ¥=0x = x=(0;0,)70/ yz(:l)
E(t._ 1) F/ﬁ.tfl E(t._ 1)

Y, & OtT(’)t = Gramiano di osservabilita in t passi
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Esempi

010 1
1. x(t+1) = {0 0 1| x(t)+ |0 u(t)
0 0O 0
y(t)=[1 0 0]x(t)

Calcolare x(0) dalle misure u(0) =1, u(l) =1e y(0) =1, y(1) =2, y(2) =27
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010 1
1. x(t+1) = {0 0 1| x(t)+ |0] u(t)
000 0
y(t)=[1 0 0]x(t)

Calcolare x(0) dalle misure u(0) =1, u(1)

ley(0)=1, y(1)

2, y(2) =27

1
Poiche il sistema € osservabile lo stato iniziale & unico e pari a x(0) = {1] .
1
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Indistinguibilita
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Indistinguibilita
H
x(0) =%, u() = y(k) = HF*Y " Ruu
H
x(0) =x", u(-) = y"(k) = HF*3" "Ry uy

X', X" indistinguibili in t passi = y'(k) = y"(t), k=0,1,...
— HF*(X' —%")=0, k=0,1,...

= X — X" € Xyo(t)

A

t—1

,t—1

+ Xno(t): classe di stati indistinguibili in t passi da X

X 4+ Xno: classe di stati indistinguibili da x
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In questa lezione

> Osservabilita e ricostruibilita: definizioni generali

> Osservabilita di sistemi lineari a t.d.

> Ricostruibilita di sistemi lineari a t.d.

> Osservabilita e ricostruibilita di sistemi lineari a t.c.



Ricostruibilita di sistemi a tempo discreto: setup

x(t+ 1) = Fx(t) + Gu(t)

x(0) = xg
y(t) = Hx(t) ©

u(0), u(1), u(2),... — Zx(t)—' ¥(0),¥(1), ¥(2), ...

y(k) = HF*xo + HRyu,, k=0,1,...,t—1
N— M\~

fv. ev.
Liboe (a1 taka
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Ricostruibilita di sistemi a tempo discreto: setup

x(t+ 1) = Fx(t) + Gu(t)

x(0) = xg
y(t) = Hx(t) ©

u(0), u(1), u(2),... — Zx(t)—' ¥(0),¥(1), ¥(2), ...

y(k) = HF*xo + HRyu,, k=0,1,...,t—1

Insieme di stati x = x(t — 1) ricostruibili da misure {u(k)}i_5, {y(k)}i_4?

Quando possiamo ricostruire tutti i possibili stati x = x(t — 1) € R"?
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Spazio non ricostruibile
x(t —=1) = F"'x(0) + Ry1tr 1

misure {u(k)}i—o. {¥(k)}izo

stati iniziali compatibili con le misure: x(0) = xo + Xno(t)
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Spazio non ricostruibile
x(t —=1) = F"'x(0) + Ry1tr 1

misure {u(k)}i—o. {¥(k)}izo

stati iniziali compatibili con le misure: x(0) = xo + Xno(t)

[ jad ol clatibity

X(t — 1) = FtilXo + Ft_lxNo(t) + Rt,lut,l

F*=*Xno(t) = insieme di stati non ricostruibili in t passi
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Spazio non ricostruibile
Xnr(t) = spazio non ricostruibile in t passi = {F'"'x, x € ker(O;)}

(o nell'intervallo [0, t — 1])
(o con t misure)

Teorema: Gli spazi non ricostruibili soddisfano:
Xnr(1) 2 Xnr(2) 2 Xnr(3) 2 - -
Inoltre, esiste un primo intero i < n tale che
Xnr(i) = Xnr(j), Vj>i.

A : a4 . . i
Xnr = Xnr(i) = (medssiseo) spazio non ricostruibile
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24 / 42


iPad

iPad


Criterio di non ricostruibilita

Definizione: Un sistema X a t.d. si dice (completamente) ricostruibile se Xyz = {0}.
Un sistema X a t.d. si dice (completamente) ricostruibile in t passi (o con t misure)
se t € il pit piccolo intero tale che Xygr(t) = {0}.
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Criterio di non ricostruibilita

Definizione: Un sistema X a t.d. si dice (completamente) ricostruibile se Xyg = {0}.
Un sistema X a t.d. si dice (completamente) ricostruibile in t passi (o con t misure)

se t € il pit piccolo intero tale che Xygr(t) = {0}.

Giacomo Baggio

Y ricostruibile <= ker(F") 2 ker(Q) = Xno

IMC-TdS-1920: Lez. 19

November 26, 2019
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Criterio di non ricostruibilita

Definizione: Un sistema X a t.d. si dice (completamente) ricostruibile se Xyg = {0}.
Un sistema X a t.d. si dice (completamente) ricostruibile in t passi (o con t misure)
se t € il pit piccolo intero tale che Xygr(t) = {0}.

Y ricostruibile <= ker(F") 2 ker(O) = Xno

Y. osservabile (Xyo = {0}) = X ricostruibile

Y ricostruibile A ¥ osservabile !!!
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Esempi

1. x(t—l—l):[g }2

y(t) = [0 1] x(t)

]xu), fhCR

2. x(t+1) = [f)l }2

y(t)=[1 0] x(t)

1x(t), fi,HheR

Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 19
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Esempi

1. x(t—l—l):[ﬂ !

y(t) = [0 1] x(t)

t fi.h €R
1)(( ) hihE non osservabile

ma ricostruibile se ff =0

2. x(t+1) = [g ” x(t), A, HLeR
2

y(t)=[1 0] x(t)

= osservabile e (quindi) ricostruibile
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In questa lezione

> Osservabilita e ricostruibilita: definizioni generali

> Osservabilita di sistemi lineari a t.d.

> Ricostruibilita di sistemi lineari a t.d.

> Osservabilita e ricostruibilita di sistemi lineari a t.c.



Osservabilita di sistemi a tempo continuo: setup

x(t) = Fx(t) + Gu(t)

x(0)=x € R"
y(1) = Hix(t) O)=xe

u(t) € R™m — Y — y(t) € RP

x(t)

o Fto o [ aFe)
y(t) = ie;_j —I—/O He Gu(r)dr
\_——\K—N—/
tv.
Libwin ev.
[orrabe
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Osservabilita di sistemi a tempo continuo: setup

x(t) = Fx(t) + Gu(t)

x(0)=x € R"
y(1) = Hix(t) O)=xe

u(t) € R™m — Y — y(t) € RP

x(t)

_ Fto b F(t-r)
y(t) —Nrol-'{‘e x+/0 He Gu(T)dr

: AR | - ; -
Insieme di stati X osservabili da misure nell'intervallo [0, t]?

Quando possiamo osservare tutti i possibili stati x € R"?
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Criterio di osservabilita

Xno(t) = spazio non osservabile nell'intervallo [0, t]

Xno = (massimo) spazio non osservabile

Definizione: Un sistema ¥ a t.c. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.
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Criterio di osservabilita

Xno(t) = spazio non osservabile nell'intervallo [0, t]

Xno = (massimo) spazio non osservabile

Definizione: Un sistema ¥ a t.c. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.

H
A HF . . TN .
0O=0,= _ = matrice di osservabilita del sistema
/‘_Ianl
Mo I vO |)i.

Y pgapmagiie <—> ker(0) = {0} <= rank(O) =n
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Criterio di osservabilita

Xno(t) = spazio non osservabile nell'intervallo [0, t]

Xno = (mmeshg®) spazio non osservabile

Definizione: Un sistema ¥ a t.c. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.

H
A HF
0O=0,= _ = matrice di osservabilita del sistema
HF"—1
omevabil

Y weugEitie < ker(O) = {0} <= rank(O) =n

N.B. Se un sistema ¥ a t.c. & osservabile allora Xyo(t) = {0} per ogni t > 0 !l
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Esempio

R Xl(t) = iLl(t)' X2(t) = iLz(t)
y(t) = ir(t) = i, (t) + i, (1)

rank(O) =1 = X non osservabile

Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 19 November 26, 2019 30/ 42



Spazio non ricostruibile a t.c.

t 7'
@0 [ e
' misure u(7), y(7), 7 € [0, t] sol . porticofane

r

stati iniziali compatibili con le misure: x(0) = xo + Xno(t)
A/ — 70T ANOVY)
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Spazio non ricostruibile a t.c.

x(t) +/ FE=1) Gu(r)dr
misure u(7), y(7), 7 € [0, t]

stati iniziali compatibili con le misure: x(0) = xo + Xno(t)

'y, 3 ponke waloodabide
x(2) = ok + € Xuol8) + [ e Gu(r)dr
ptde indef.

Xnr(t)=€eXno(t) = insieme di stati non ricostruibili nell'intervallo [0, t]
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Spazio non ricostruibile a t.c.
x(t) +/ FE=T) Gu(r)dr
misure u(7), y(7), 7 € [0, t]

stati iniziali compatibili con le misure: x(0) = xo + Xno(t)

t
x(£) = €x(0) + e Xuo() + | ") Gu(r)dr
Xnr(t)=e*Xno(t) = insieme di stati non ricostruibili nell'intervallo [0, t]
eft invertibile = XNR(t) = XNo(t)

osservabilita = ricostruibilita !!

Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 19 November 26, 2019

31/ 42


iPad


Teoria dei Sistemi e Controllo Ottimo e Adattativo (C. I.)

Teoria dei Sistemi (Mod. A)

Docente: Giacomo Baggio

Lez. 19: Osservabilita e ricostruibilita di sistemi lineari

Corso di Laurea Magistrale in Ingegneria Meccatronica

A.A. 2019-2020

X baggio@dei.unipd.it
# baggiogi.github.io



Esempio introduttivo e
R xa(t) = i (t), xe(t) = i, (t) R
o y(t) = ir(t) = i, (t) + iy () AANA .
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Spazio non osservabile e back

x(0) =% y(k) = HF*% + HRuu,  k=0.1,....t—1

x(0) = 0:  yo(k) = HRuh, k=01 ...t-1

]

HReue Kso1,.. t-1
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servabilita ed equivalenza algebrica @
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Calcolo dello stato iniziale

s T & osservabile in ¢ passi, come calcolare la condiz
e delsstema 5 (0) partire da dati ingre: /
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Spazio non ricostruibile
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Criterio di osservabilita

Xnof(t) = spazio non osservabile nell'intervallo [0, ¢]

Xno = (massimo) spazio non osservabile

Definizione: Un sistema ¥ a t.c. si dice (completamente) os:

servabile se Xuo = {0}
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