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® noi siamo qui

In questa lezione

> Osservabilita e ricostruibilita: definizioni generali

> Osservabilita di sistemi lineari a t.d.

> Ricostruibilita di sistemi lineari a t.d.

> Osservabilita e ricostruibilita di sistemi lineari a t.c.

Osservabilita e ricostruibilita

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) —»

ZW—> y(t)

Osservabilita = possibilita di stimare lo stato iniziale x(0) del
sistema a partire da misure di ingresso e uscita nell'intervallo [0, t]

Ricostruibilita = possibilita di stimare lo stato finale x(t) del
sistema a partire da misure di ingresso e uscita nell'intervallo [0, ]
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Stati e spazi non osservabili

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) —— — ¥(1)

T
x()

Definizione: Uno stato X si dice non osservabile nell'intervallo [0, %] se per ogni
ingresso u(-), l'uscita y(-) corrispondente allo stato iniziale x(0) = X coincide su
[0, %] con l'uscita corrispondente allo stato iniziale x(0) = 0.

Definizione: L'insieme di tutti gli stati non osservabili nell'intervallo [0, %] & detto
spazio non osservabile in [0, t].

Stati indistinguibili (nel futuro)

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) ——

— y(1)

(8]

Definizione: Due stati X’ e X" si dicono indistinguibili (nel futuro) nell'intervallo [0, ]
se per ogni ingresso u(-), l'uscita y’(-) corrispondente allo stato iniziale x(0) = X’ e
I'uscita y”(-) corrispondente allo stato iniziale x(0) = X” coincidono su [0, t].

stato non osservabile = stato indistinguibile da zero
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Esempio introduttivo

R x(t) = i, (1), xe(t) = i (t)

AL Y(8) = (8) = i () + ()
u(t)
(i) § Ly § L a
X = {—a} « € R, & non osservabile Vt > 0
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Stati e spazi non ricostruibili

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) ——

— y(1)

@)

Definizione: Uno stato X si dice non ricostruibile nell'intervallo [0, t] se ogni ingresso
u(-) e uscita y(+) in [0, ] “compatibili” con un’evoluzione di stato x’(t) con stato finale
x'(t) = x sono anche “compatibili” con un’evoluzione di stato x”(t) con x”(t) # x.

Definizione: L'insieme di tutti gli stati non ricostruibili nell'intervallo [0, t] & detto
spazio non ricostruibile in [0, t].
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Osservabilita di sistemi a tempo discreto: setup

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)

x(0) =x € R"
y(t) = (1) 0=

u(t) € R™ — —— y(t) e RP

(o)

y(t) = HF'xo + > HF"™ " 'Gu(k) = HF'xo + HR ,u;
k=0
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Osservabilita di sistemi a tempo discreto: setup

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)

x(0) = Xx
y(t) = Hx(t) ©

u(0), u(1), u(2), ... —— — ¥(0),y(1), ¥(2), ...

>
x(t)

y(k) = HF*x + HRyux, k=0,1,...,t—1

Insieme di stati X osservabili da misure {u(k)}iZt, {y(k)}ib?

Quando possiamo osservare tutti i possibili stati X € R"?

Spazio non osservabile

x(0) =x: y(k) = HF*X + HRu,, k=0,1,...,t—1

x(0) =0:  yo(k) = HRyux, k=0,1,...,t—1
H 0
HF 0

y(k) —yo(k) =0, k=0,1,... . t—1 < | HF? | x=|0

HFt1 0
N——
20,

O; = matrice di osservabilita in t passi
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Spazio non osservabile
Xno(t) = spazio non osservabile in t passi = ker(O;)
(o nell'intervallo [0, t — 1])
(o con t misure)
Teorema: Gli spazi non osservabili soddisfano:
Xno(1) 2 Xno(2) 2 Xno(3) 2 - -

Inoltre, esiste un primo intero i < n tale che

Xno(i) = Xno(j), Vj > i.

Xno = Xno(i) = (minimo) spazio non osservabile
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Criterio di osservabilita

Definizione: Un sistema X a t.d. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.
Un sistema X a t.d. si dice (completamente) osservabile in t passi (o con t misure)
se t ¢ il pit piccolo intero tale che Xyo(t) = {0}.

O £ 0, = matrice di osservabilita del sistema

Y osservabile <= ker(O) = {0} <= rank(O) = n|

p =1: ¥ osservabile <= det(O) # 0

p > 1: X osservabile <= det(OTO) #0

Esempi

LxU+D:[ﬂ]}A& fi.heR

0 £
y(t)=1[0 1] x(r)

— non osservabile

zxa+n=B aﬂﬂ,&@eR
y(t)=[1 0] x(r)

= osservabile (in 2 passi)
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Osservabilita ed equivalenza algebrica
x(t+1) = Fx(t) -7 z(t+1) = Fz(t)
y(t) = Hx(t) y(t) = Hz(t)
F=T7FT, H=HT
H
_ HF
0= _ =0T
AF
rank(O) = rank(O) = cambio di base non modifica |'osservabilita !!
Inoltre, se ¥ osservabile: OTO=0TOT — T =(0T0)'0OTO
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Calcolo dello stato iniziale

Se Y & osservabile in t passi, come calcolare la condizione
iniziale del sistema x = x(0) a partire da dati ingresso/uscita?

yg(k):HFk)_(:y(k)fHRkUk, kZO,l,...,tf].
¥e(0) H ¥¢(0)

1 AF :
yf(: ) = ] X=0x = x= ((’)tTOt)AOtT YZ(: )

(-1 R (e - 1)

Y, & OIOt = Gramiano di osservabilita in t passi
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Esempi
010 1
1. x(t+1) = [0 0 1| x(t)+ (0] u(t)
000 0
y(t)=[1 0 0]x(t)

Calcolare x(0) dalle misure u(0) =1, u(1) =1e y(0) =1, y(1) =2, y(2) =27

1
Poicheé il sistema & osservabile lo stato iniziale & unico e pari a x(0) = [1]
1
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Indistinguibilita
x(0) =%, u(-) = y'(k)=HFY + HRux
x(0) =x", u(-) = y"(k) = HF*X" + HRxu
X', X" indistinguibili in t passi = y'(k) = y"(¢), k=0,1,...,t—1
= HFf(x'—x")=0, k=0,1,...,t—1

= X' — X" € Xno(t)

X + Xno(t): classe di stati indistinguibili in t passi da x

|>'< + Xno: classe di stati indistinguibili da >'<|

Ricostruibilita di sistemi a tempo discreto: setup

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)

x(0) = xo
y(t) = Hx(t) ©

u(O),u(l),u(Z),... - pu —’)/(O)v}/(l)v}’(z)v"'

x(t)

y(k) = HF*xo + HRyux, k=0,1,...,t—1

Insieme di stati X = x(t — 1) ricostruibili da misure {u(k)}:Zb, {y(k)}izh?

Quando possiamo ricostruire tutti i possibili stati x = x(t — 1) € R"? |
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Spazio non ricostruibile
x(t—1) = F"1x(0) + Re_1ue 1
misure {u(k)}—o. {y(k)}izo
stati iniziali compatibili con le misure: x(0) = xo + Xno(t)
X(t — 1) = Ft_1X0 + Ft_IXNo(t) 4+ Ri_1Ui_1

Ft='Xno(t) = insieme di stati non ricostruibili in t passi
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Spazio non ricostruibile

Xnr(t) = spazio non ricostruibile in t passi = {Ft !x, x € ker(O;)}
(o nell'intervallo [0, t — 1])
(o con t misure)

Teorema: Gli spazi non ricostruibili soddisfano:
Xnr(1) 2 Xnr(2) 2 Xnr(3) 2 - -
Inoltre, esiste un primo intero i < n tale che

Xnr(i) = Xnr(j), Vj>i.

Xnr = Xnr(i) = (minimo) spazio non ricostruibile
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Criterio di non ricostruibilita

Definizione: Un sistema X a t.d. si dice (completamente) ricostruibile se Xyg = {0}.
Un sistema X a t.d. si dice (completamente) ricostruibile in t passi (o con t misure)
se t & il piu piccolo intero tale che Xyg(t) = {0}.

|Z ricostruibile <= ker(F") D ker(O) = XNO|

Y osservabile (Xyo = {0}) = X ricostruibile

Y ricostruibile % ¥ osservabile !!!

Esempi

fo1
0 £

y(t)=[0 1] x(t)

1. x(t—l—l)—[ ]x(t), fi,h eR

non osservabile
ma ricostruibile se f; =0

A1
0 £

y(t)=[1 0] x(t)

2. x(t—i—l)—[ ]x(t), fi,h eR

= osservabile e (quindi) ricostruibile
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Osservabilita di sistemi a tempo continuo: setup
x(t) = Fx(t) + Gu(t) X(0) = % € R
y(t) = Hx(t)
u(t) e R™ — Y — y(t) € RP
(8
y(t) = He s+ | " HeF (") Gu(r)dr
Insieme di stati X osservabili da misure nell'intervallo [0, t]?
Quando possiamo osservare tutti i possibili stati X € R"?
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Criterio di osservabilita

Xno(t) = spazio non osservabile nell'intervallo [0, ]

Xno = (minimo) spazio non osservabile

Definizione: Un sistema X a t.c. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.

H

A HF . . YIRS .
0=0,= ] = matrice di osservabilita del sistema

HF"

Y osservabile <= ker(O) = {0} <= rank(O) = n|

N.B. Se un sistema X a t.c. & osservabile allora Xyo(t) = {0} per ogni t >0 !!
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Esempio

R xi(t) = i, (t), xa(t) = i, (t)

— VW y(£) = ir(t) = in,(£) + iy(2)

@) ng §L2 0:{ 1 1

R E) R

rank(O) =1 = X non osservabile
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Spazio non ricostruibile a t.c.
t
x(t) = eftx(0) + /O eF (=7 Gu(r)dr
misure u(7), y(7), 7 € [0, t]

stati iniziali compatibili con le misure: x(0) = xo + Xno(t)

t
x(t) = effxy + e Xno(t) + / e =7 Gu(r)dr
Jo
Xnr(t)=e"Xno(t) = insieme di stati non ricostruibili nell'intervallo [0, t]
el invertibile = Xpyr(t) = Xno(t)

osservabilita = ricostruibilita !
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