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In questa lezione

> Osservabilita e ricostruibilita: definizioni generali
> Osservabilita di sistemi lineari a t.d.
> Ricostruibilita di sistemi lineari a t.d.

> Osservabilita e ricostruibilita di sistemi lineari a t.c.



Osservabilita e ricostruibilita

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)
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Osservabilita e ricostruibilita

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) —— Y (1)

x(t)

Osservabilita = possibilita di determinare lo stato iniziale xo = x(t,) del
sistema a partire da misure di ingresso e uscita nell'intervallo [ty, t*]
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Osservabilita e ricostruibilita

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) —— T y(t)

x(t)

Osservabilita = possibilita di determinare lo stato iniziale xo = x(t,) del
sistema a partire da misure di ingresso e uscita nell'intervallo [ty, t*]

Ricostruibilita = possibilita di determinare lo stato finale x* = x(t*) del
sistema a partire da misure di ingresso e uscita nell'intervallo [tg, t*]
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Stati indistinguibili e non osservabili

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t) , t «

u(t) —— Y y(1)

? t X ( t) )("(t‘) X

Xo

Definizione: Uno stato x; si dice indistinguibile dallo stato x{ in [to, t*] se, per ogni
ingresso u(-), l'uscita y'(-) corrispondente allo stato iniziale x(ty) = x{ e l'uscita y”(-)
corrispondente allo stato iniziale x(ty) = x{ coincidono su [to, t*].
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Stati indistinguibili e non osservabili

sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) —— L y(t)

x(t)

Definizione: Uno stato x; si dice indistinguibile dallo stato x{ in [to, t*] se, per ogni
ingresso u(-), l'uscita y'(-) corrispondente allo stato iniziale x(ty) = x{ e l'uscita y”(-)
corrispondente allo stato iniziale x(ty) = x{ coincidono su [to, t*].

Definizione: Uno stato xg si dice non osservabile nell'intervallo [ty, t*] se € indistin-
guibile dallo stato x(tp) = 0.
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Esempio introduttivo

AN x(t) = i (), x(t) = i,(t)

U(t) y(t) — iR(t) — iLl(t) + iLz(t)

note
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Esempio introduttivo

AN x(t) = i (), x(t) = i,(t)

U(t) y(t) — iR(t) — iLl(t) + iLz(t)

<1L> %Ll §L2 to=0 Li=L=1L

Xp = @ , @« € R, & non osservabile in [0, t], Vt > 0
—x

note
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In questa lezione

> Osservabilita e ricostruibilita: definizioni generali
> Osservabilita di sistemi lineari a t.d.
> Ricostruibilita di sistemi lineari a t.d.

> Osservabilita e ricostruibilita di sistemi lineari a t.c.



Osservabilita di sistemi LTI a tempo discreto

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)

X(O) = Xp € R"
y(t) = Hx(t)
u(t) € R™ — > > y(t)eRP
x(t)
t—1
y(t) = HF'xo + Y HF* "' Gu(k) = HF'xy + HR su;

— =0
ev. Lhot . [dtpuke
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Osservabilita di sistemi LTI a tempo discreto

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)

X(O) = Xp € R"

u(0), u(1),u(2),... ——

2

x(t)

y(k) = HF*xy + HR yux,

k=0,1,...,t—1

Insieme di stati iniziali indistinguibili da x in [0,t — 1] (= in t passi)?

Quando possiamo determinare univocamente x, € R” dalle misure?
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Stati indistinguibili

x(0) = xo:  y(k) = HF*xo + HRyu,, k=0,1,...,t—1
x(0) = x§:  y'(k) = HF*x} + HRyu,, k=0,1,...,t—1

note
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Stati indistinguibili
x(0) = xo:  y(k) = HF*xo + HRyu,, k=0,1,...,t—1
x(0) = x§:  y'(k) = HF*x} + HRyu,, k=0,1,...,t—1

H 0
HF 0

Y'(k)—y(k) =0, Vk < | HF? [(x, —x) = |0] <= x| —x) € ker O,

HFt1 0
i i
£ O, = matrice di osservabilitd in t passi

xo + ker Oy = {xo + x, x € ker O} = insieme di stati indistinguibili in t passi da xg
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Spazio non osservabile 0
p %‘f kfﬂ- @t
Xno(t) = insieme di stati indistinguibili in t passi da xo = 0

= insieme di stati non osservabili in t passi
= spazio non osservabile in t passi = ker(O;)
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Spazio non osservabile

Xno(t) = insieme di stati indistinguibili in t passi da xo = 0
= insieme di stati non osservabili in t passi
= spazio non osservabile in t passi = ker(O;)

Teorema: Gli spazi non osservabili soddisfano:

Xno(1) 2 Xno(2) 2 Xno(3) 2 -~ Xwo(t+1) € Xy (t) W

Inoltre, esiste un primo intero i < n tale che

Xno(i) = Xno(j), Vj = i.
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Spazio non osservabile

Xno(t) = insieme di stati indistinguibili in t passi da xo = 0
= insieme di stati non osservabili in t passi
= spazio non osservabile in t passi = ker(O;)

Teorema: Gli spazi non osservabili soddisfano:
Xno(1) 2 Xno(2) 2 Xno(3) 2 -+
Inoltre, esiste un primo intero i < n tale che
Xno(i) = Xnol(i), Vj > i.
Xno = Xno(i) = (minimo) spazio non osservabile = Xwa(“)
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uX No

Criterio di osservabilita del rango b diat. xot KenO

Definizione: Un sistema X a t.d. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.
Un sistema X a t.d. si dice (completamente) osservabile in t passi se t € il piu piccolo
intero tale che Xyo(t) = {0}.
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Criterio di osservabilita del rango

Definizione: Un sistema X a t.d. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.
Un sistema X a t.d. si dice (completamente) osservabile in t passi se t € il piu piccolo
intero tale che Xyo(t) = {0}.

O £ O, = matrice di osservabilita del sistema XN0=XNO(M)=KU1©

Y osservabile <= ker(O) = {0} <= rank(O)=n

)
H

wp HF
KE™

"
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Criterio di osservabilita del rango

Definizione: Un sistema X a t.d. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.
Un sistema X a t.d. si dice (completamente) osservabile in t passi se t € il piu piccolo
intero tale che Xyo(t) = {0}.

O £ O, = matrice di osservabilita del sistema

Y osservabile <= ker(O) = {0} <= rank(O) =n

n¥w

p = 1. ¥ osservabile <= det(O) # 0

p > 1: ¥ osservabile <= det(OTO) #0
MNXxwm
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note
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G. Baggio

a; 1
0 oo
| (1)

a1
0 oo
| (1)

] x(t), ai,an €R

— non osservabile

—> osservabile (in 2 passi)

note
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In questa lezione
por bilib & debouminans Lo abolbo mitiay o ponkite do wime T/0
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> Osservabilita e ricos’IruibiIité: definizioni generali
* Twnome (L A‘r&“f l'MJA'/]H’hW'l')]L. JD\ X,

> Osservabilita di sistemi lineari a t.d. X, t Kt Oy, XNd(t):KUl 0,
* Xno (b1) © Xyo(t) VY

> Ricostruibilitd di sistemi lineari a t.d. 3 tgm boc X ng (l) - XNG(j)zxﬂo VJZ"
v 2 G’wamefKQ N XNO:{OB

> Osservabilita e ricostruibilita di sistemi lineariat.c. 7 on <= nomk O=m

/
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Ricostruibilita di sistemi LTIl a tempo discreto
I‘Mcda(vu'l‘ﬁ
x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)

x(0) = xo
y(t) = Hx(t) ©)

u(0), u(1), u(2),... —> Zx(t)_' y(0), (1), y(2), ...

y(k) = HF*xg + HRyu,, k=0,1,....t—1
~~—— T

ev. Lhaw v, fottnla
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Ricostruibilita di sistemi LTIl a tempo discreto

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)

x(0) = xo

u(0), u(1),u(2),... ——

2

x(t)

y(k) = HF*xy + HR yux,

k=0,1,...,t—1

Quando possiamo determinare univocamente x* = x(t — 1) € R” dalle misure?
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Spazio non ricostruibile
=x(t—1)= F"'x + Re_1utp_1

misure {u(k) 2o, {v (k) it
Stati imiziali compatibili (g Lo wmitwe - X, t XNd(Jc) = x4 t Kert O{:
Slaki finali (h Fompe £-1) compaibili o Ao v
F€'1(Xd+ XMG(H) ’{{:11/\{: 1

:E *R{-11&t1‘{' w

atalo {—vmle "o s ! Pmk e fovmina o

= matid how meotuihile Tm [ Pn/m
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Spazio non ricostruibile
x*=x(t—1)= F"lx+ Re_1up_y
misure {u(k) o, {y(K)}izo

e stati iniziali compatibili con le misure: xo + Xyo(t)

e stati finali compatibili con le misure: F*"'xg + F" * Xno(t) + Re_1up_1
= x* + Ft_IXNo(t)
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Spazio non ricostruibile
x*=x(t—1)= F"lx+ Re_1up_y
misure {u(k) o, {y(K)}izo

e stati iniziali compatibili con le misure: xo + Xyo(t)

e stati finali compatibili con le misure: F*"'xg + F" * Xno(t) + Re_1up_1
= x* + Ft_IXNo(t)

Xnr(t) = spazio non ricostruibile in t passi = F© ' Xyo(t) = {F''x, x € ker(O;)}

Xnr = (minimo) spazio non ricostruibile = Xyr(n+ 1) = F"Xpyo

L) im t L‘? FM XNO(M+4): F“XNO
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Criterio di R&fy ricostruibilita

Definizione: Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) ricostruibile se Xyg = {0}
Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) ricostruibile in t passi se t € il piu piccolo
intero tale che Xyg(t) = {0}. (’( < ’M—M)

Xue= X (wi) = F* Xuo= F ke O, 0= [I’r:F }
HE™"
Se XNO‘_‘ ket O ¢ kth’ :> XNR:{OS

St Xwo =kt O ¢ Kex F* = Xue # {0}

G. Baggio Lez. 19: Osservabilita e ricostruibilita 7 Aprile 2021



Criterio di nes ricostruibilita

Definizione: Un sistema X a t.d. si dice (completamente) ricostruibile se Xyg = {0}.
Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) ricostruibile in t passi se t € il piu piccolo
intero tale che Xyg(t) = {0}.

Y ricostruibile <= ker(F") 2 ker(O) = Xno
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Criterio di e ricostruibilita

Definizione: Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) ricostruibile se Xyg = {0}
Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) ricostruibile in t passi se t € il piu piccolo
intero tale che Xyg(t) = {0}.

Y ricostruibile <= ker(F") 2 ker(O) = Xno

{0} ¢ Ken F*

Y osservabile (Xyo = {0}) = X ricostruibile

2 ricostruibile #- X osservabile !!!
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note
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Esempi

051 1
1. x(t+1) = t R
x(t+1) [O aJ x(t), 1,02 € , non osservabile
ma ricostruibile se a; = 0
y(t)=1[0 1] x() !

a4 1
0 (8%)

y(t)=[1 0] x(t)

2. x(t+1) = [ ]X(t), ag,ap € R

—> osservabile e (quindi) ricostruibile
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In questa lezione

> Osservabilita e ricostruibilita: definizioni generali
> Osservabilita di sistemi lineari a t.d.
> Ricostruibilita di sistemi lineari a t.d.

> Osservabilita e ricostruibilita di sistemi lineari a t.c.



Osservabilita e ricostruibilita di sistemi LTl a tempo continuo

3 "

"ty
x(t) = Fx(t) + Gu(t)

x(0) = x5 € R"
y(t) = Hx(t) O) = ¢

u(t) € R — > — y(t) € RP

x(t)

t
y(7) = He"xo + | Hef =9 Gu(s)ds, 7 € [0, t]
S~ 0

V. LLUUA . ‘—elu:qhk
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Osservabilita e ricostruibilita di sistemi LTl a tempo continuo

x(t) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)

X(O) = Xp € R"

u(t) € R ——

2

x(t)

— y(t) €R?

t
y(7) = He""xq —l—/ HeF(*==)Gu(s)ds, 7 € [0, t]
0

Quando possiamo determinare univocamente x, € R” dalle misure?

G. Baggio
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Osservabilita e ricostruibilita di sistemi LTl a tempo continuo

x(t) = Fx(t) + Gu(t)

x(0) = x5 € R"
y(t) = Hx(t) O) = ¢

u(t) € R — > — y(t) € RP

x(t)

oo it
\

t
y(7) = He""xq —l—/ HeF(*==)Gu(s)ds, 7 € [0, t]
0

Quando possiamo determinare univocamente x, € R” dalle misure?

Quando possiamo determinare univocamente x* = x(t) € R” dalle misure?

/
meorbu b il b
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Criterio di osservabilita del rango N
|~7 Mt tL' 4qu-| Won WV&L\L ;"‘l [O/t]
Xno(t) = spazio non osservabile nell'intervallo [0, t]

Xno = (minimo) spazio non osservabile
2 m

Definizione: Un sistema X a t.c. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.
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Criterio di osservabilita del rango

Xno(t) = spazio non osservabile nell'intervallo [0, t]

Xno = (minimo) spazio non osservabile = Ker O

Definizione: Un sistema X a t.c. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.

0=0,

ST
HF

|HF™1.

= matrice di osservabilita del sistema

Y osservabile <= ker(O) = {0} <= rank(O) =n

G. Baggio
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Criterio di osservabilita del rango

Xno(t) = spazio non osservabile nell'intervallo [0, t]

Xno = (minimo) spazio non osservabile

Definizione: Un sistema X a t.c. si dice (completamente) osservabile se Xyo = {0}.

0=0,

ST
HF

|HF™1.

= matrice di osservabilita del sistema

Y osservabile <= ker(O) = {0} <= rank(O) =n

N.B. Se un sistema X a t.c. & osservabile allora Xyo(t) = {0} per ogni t > 0 !!

I’\/\. %AU'LAL XNQUT]: XNOZKUY.O \H‘JO
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Esempio

R xa(t) = in(t), x(t) = i,(t)

— VW Y() = in(t) = i () + ia(2)

note
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Esem

plo

G. Baggio

xi(t) = i, (t), x(t) = i, (t)
y(t) = ir(t) = i, (t) + i, (2)

1 1

O —
[R(ﬁ +3) R+

rank(O) =1 = X non osservabile

note
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Ricostruibilita (a t.c.) = osservabilita (a t.c.)
collm,["v couelfon

t
x* = x(t) = e"xg —l—/ eF =) Gu(r)dr
0
misure u(7), y(7), T € [0, t]

whome 4 bk i WP“\L(L}A wn Lo mimt Xy + XNO({)
e LL AL%I\I I—'V'J\L (OJ. l"flmro ) CQ'MPO\-I‘LL o 2(/ ™ .

o (%, 1 XN,,(%)) + LfeF(H) Grw(r) dr

= ¢ 1 gotﬂ“&'”cm(r) &t et X, 0)

Xm[t)=€Ft Xuo (£) = spatio wow miorbuubide fm [0,¢]
Def: Un mtbkwo Z o tie & Meabuibifle s Ftro b Xy (t)s {0).
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Ricostruibilita (a t.c.) = osservabilita (a t.c.)
x* = x(t) = e"'x + /t eF =) Gu(r)dr
0
misure u(7), y(7), T € [0, t]

e stati iniziali compatibili con le misure: xo + Xno(t)
e stati finali compatibili con le misure: e™xy + e Xyo(t) + /Ot eF =" Gu(r)dr
— x* 4 ::’FtXNO(t)
Xt
b2 O’M\ronbf& = XW (f) ’{05 :> X.u (JCT= {OB — Z MCU-’J"’?AM'LI.K(
2 wisthuibile = Xue(t)=10) =7 " Xuo(t) ={0) = Kuolb)= [}
= 7 omenmbilil | €F ¢ imabibil
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Ricostruibilita (a t.c.) = osservabilita (a t.c.)
x* = x(t) = e"'x + /t eF =) Gu(r)dr
0
misure u(7), y(7), T € [0, t]

e stati iniziali compatibili con le misure: xo + Xno(t)

t
e stati finali compatibili con le misure: e"'xy + e/ " Xyo(t) +/ eF =" Gu(r)dr
0

— x* + e Xyo(t)

Xnr(t) = ef* Xno(t) = spazio non ricostruibile nell'intervallo [0, t]

eft invertibile = | Xyr(t) = {0} <= Xno(t) = {0}

ricostruibilita = osservabilita !!
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Esempio introduttivo -
q_)

— xa(t) = it (8), x(t) = i, (t)

| u(t) y(t) = ig(t) = i, (t) + i, (t) x .= /('.l x- - "{l
oL AR R : -
19 L e ' Stabi wom omuvebils
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Stati indistinguibili

x(0) = xo:
x(0) = x4

y(k) = HF*xy + HRuy,
y'(k) = HF*} + HRuy,

k=01, t—
k=01t -




— 2. x(t+1) = hl ;J x(t), ana€R

) F= [ Y 4= [0 4 {. o, €R
J _O 0(1 p /7L
I ¢ G/YMKV'QL('XLZ
H]1 [0 1]
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