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noi siamo qui
concetto di sistema

modelli in
spazio di stato

soluzioni e
analisi modale

equilibri e
linearizzazione

stabilità
raggiungibilità

e controllabilità

retroazione
dallo stato

osservabilità e
ricostruibilità

stimatori
dello stato

sintesi del
regolatore



In questa lezione

Û Osservabilità e ricostruibilità: definizioni generali

Û Osservabilità di sistemi lineari a t.d.

Û Ricostruibilità di sistemi lineari a t.d.

Û Osservabilità e ricostruibilità di sistemi lineari a t.c.



Osservabilità e ricostruibilità
sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

�u(t) y(t)
x(t)
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Osservabilità e ricostruibilità
sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

�u(t) y(t)
x(t)

Osservabilità = possibilità di determinare lo stato iniziale x0 = x(t0) del
sistema a partire da misure di ingresso e uscita nell’intervallo [t0, t

ú]
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Osservabilità e ricostruibilità
sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

�u(t) y(t)
x(t)

Osservabilità = possibilità di determinare lo stato iniziale x0 = x(t0) del
sistema a partire da misure di ingresso e uscita nell’intervallo [t0, t

ú]

Ricostruibilità = possibilità di determinare lo stato finale x
ú = x(tú) del

sistema a partire da misure di ingresso e uscita nell’intervallo [t0, t
ú]

G. Baggio Lez. 19: Osservabilità e ricostruibilità 7 Aprile 2021



Stati indistinguibili e non osservabili
sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

�u(t) y(t)
x(t)

Definizione: Uno stato x
Õ
0

si dice indistinguibile dallo stato x
ÕÕ
0

in [t0, t
ú] se, per ogni

ingresso u(·), l’uscita y
Õ(·) corrispondente allo stato iniziale x(t0) = x

Õ
0

e l’uscita y
ÕÕ(·)

corrispondente allo stato iniziale x(t0) = x
ÕÕ
0

coincidono su [t0, t
ú].
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Stati indistinguibili e non osservabili
sistema con stato x(t), ingresso u(t) e uscita y(t)

�u(t) y(t)
x(t)

Definizione: Uno stato x
Õ
0

si dice indistinguibile dallo stato x
ÕÕ
0

in [t0, t
ú] se, per ogni

ingresso u(·), l’uscita y
Õ(·) corrispondente allo stato iniziale x(t0) = x

Õ
0

e l’uscita y
ÕÕ(·)

corrispondente allo stato iniziale x(t0) = x
ÕÕ
0

coincidono su [t0, t
ú].

Definizione: Uno stato x0 si dice non osservabile nell’intervallo [t0, t
ú] se è indistin-

guibile dallo stato x(t0) = 0.
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Esempio introduttivo

note

+
≠

R

L1 L2

u(t)

x1(t) = iL1
(t), x2(t) = iL2

(t)

y(t) = iR(t) = iL1
(t) + iL2

(t)

t0 = 0, L1 = L2 = L
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Esempio introduttivo

note

+
≠

R

L1 L2

u(t)

x1(t) = iL1
(t), x2(t) = iL2

(t)

y(t) = iR(t) = iL1
(t) + iL2

(t)

t0 = 0, L1 = L2 = L

x0 =
C

–
≠–

D

, – œ R, è non osservabile in [0, t], ’t > 0
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In questa lezione

Û Osservabilità e ricostruibilità: definizioni generali

Û Osservabilità di sistemi lineari a t.d.

Û Ricostruibilità di sistemi lineari a t.d.

Û Osservabilità e ricostruibilità di sistemi lineari a t.c.



Osservabilità di sistemi LTI a tempo discreto

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)
x(0) = x0 œ Rn

�u(t) œ Rm
y(t) œ Rp

x(t)

y(t) = HF
t
x0 +

t≠1ÿ

k=0

HF
t≠k≠1

Gu(k) = HF
t
x0 + HRtut
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Osservabilità di sistemi LTI a tempo discreto

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)
x(0) = x0 œ Rn

�u(0), u(1), u(2), . . . y(0), y(1), y(2), . . .
x(t)

y(k) = HF
k
x0 + HRkuk , k = 0, 1, . . . , t ≠ 1

Insieme di stati iniziali indistinguibili da x0 in [0, t ≠ 1] (= in t passi)?

Quando possiamo determinare univocamente x0 œ Rn dalle misure?
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Stati indistinguibili

note

x(0) = x0: y(k) = HF
k
x0 + HRkuk , k = 0, 1, . . . , t ≠ 1

x(0) = x
Õ
0
: y

Õ(k) = HF
k
x

Õ
0

+ HRkuk , k = 0, 1, . . . , t ≠ 1
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Stati indistinguibili

note

x(0) = x0: y(k) = HF
k
x0 + HRkuk , k = 0, 1, . . . , t ≠ 1

x(0) = x
Õ
0
: y

Õ(k) = HF
k
x

Õ
0

+ HRkuk , k = 0, 1, . . . , t ≠ 1

y
Õ(k) ≠ y(k) = 0, ’k ≈∆

S

WWWWWWWU

H

HF

HF
2

...
HF

t≠1

T

XXXXXXXV

¸ ˚˙ ˝
, Ot

(x Õ
0

≠ x0) =

S

WWWWWWWU

0
0
0
...
0

T

XXXXXXXV

≈∆ x
Õ
0

≠ x0 œ ker Ot

= matrice di osservabilità in t passi

x0 + ker Ot = {x0 + x , x œ ker Ot} = insieme di stati indistinguibili in t passi da x0
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Spazio non osservabile
XNO(t) = insieme di stati indistinguibili in t passi da x0 = 0

= insieme di stati non osservabili in t passi
= spazio non osservabile in t passi = ker(Ot)
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Spazio non osservabile
XNO(t) = insieme di stati indistinguibili in t passi da x0 = 0

= insieme di stati non osservabili in t passi
= spazio non osservabile in t passi = ker(Ot)

Teorema: Gli spazi non osservabili soddisfano:

XNO(1) ´ XNO(2) ´ XNO(3) ´ · · ·

Inoltre, esiste un primo intero i Æ n tale che

XNO(i) = XNO(j), ’j Ø i .
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Spazio non osservabile
XNO(t) = insieme di stati indistinguibili in t passi da x0 = 0

= insieme di stati non osservabili in t passi
= spazio non osservabile in t passi = ker(Ot)

Teorema: Gli spazi non osservabili soddisfano:

XNO(1) ´ XNO(2) ´ XNO(3) ´ · · ·

Inoltre, esiste un primo intero i Æ n tale che

XNO(i) = XNO(j), ’j Ø i .

XNO , XNO(i) = (minimo) spazio non osservabile
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Criterio di osservabilità del rango

Definizione: Un sistema � a t.d. si dice (completamente) osservabile se XNO = {0}.
Un sistema � a t.d. si dice (completamente) osservabile in t passi se t è il più piccolo
intero tale che XNO(t) = {0}.
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Criterio di osservabilità del rango

Definizione: Un sistema � a t.d. si dice (completamente) osservabile se XNO = {0}.
Un sistema � a t.d. si dice (completamente) osservabile in t passi se t è il più piccolo
intero tale che XNO(t) = {0}.

O , On = matrice di osservabilità del sistema

� osservabile ≈∆ ker(O) = {0} ≈∆ rank(O) = n
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Criterio di osservabilità del rango

Definizione: Un sistema � a t.d. si dice (completamente) osservabile se XNO = {0}.
Un sistema � a t.d. si dice (completamente) osservabile in t passi se t è il più piccolo
intero tale che XNO(t) = {0}.

O , On = matrice di osservabilità del sistema

� osservabile ≈∆ ker(O) = {0} ≈∆ rank(O) = n

p = 1: � osservabile ≈∆ det(O) ”= 0

p > 1: � osservabile ≈∆ det(O€
O) ”= 0
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mxn

Mxn



Esempi

note

1. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
0 1

È
x(t)

2. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
1 0

È
x(t)
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Esempi

note

1. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
0 1

È
x(t)

2. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
1 0

È
x(t)

=∆ non osservabile

=∆ osservabile (in 2 passi)
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In questa lezione

Û Osservabilità e ricostruibilità: definizioni generali

Û Osservabilità di sistemi lineari a t.d.

Û Ricostruibilità di sistemi lineari a t.d.

Û Osservabilità e ricostruibilità di sistemi lineari a t.c.

passibilita di determinare lo state initiate a pontine damisure I O
ponibilita di determinare lo statofinale a partire damisure I o

T

Insiemedistrati indistinguibilidaXo
X t KerOt Knott KerOt

Xero Ttt E Xeroft htt
F i en t c Xna il Xna j XnoVj
E asservabile se Xno O

on rank0 n

1
On



Ricostruibilità di sistemi LTI a tempo discreto

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)
x(0) = x0

�u(0), u(1), u(2), . . . y(0), y(1), y(2), . . .
x(t)

y(k) = HF
k
x0 + HRkuk , k = 0, 1, . . . , t ≠ 1
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Ricostruibilità di sistemi LTI a tempo discreto

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)
x(0) = x0

�u(0), u(1), u(2), . . . y(0), y(1), y(2), . . .
x(t)

y(k) = HF
k
x0 + HRkuk , k = 0, 1, . . . , t ≠ 1

Quando possiamo determinare univocamente x
ú = x(t ≠ 1) œ Rn dalle misure?
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Spazio non ricostruibile
x

ú = x(t ≠ 1) = F
t≠1

x0 + Rt≠1ut≠1

misure {u(k)}t≠1

k=0
, {y(k)}t≠1

k=0
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spatio non ricostruibile in t passi



Spazio non ricostruibile
x

ú = x(t ≠ 1) = F
t≠1

x0 + Rt≠1ut≠1

misure {u(k)}t≠1

k=0
, {y(k)}t≠1

k=0

• stati iniziali compatibili con le misure: x0 + XNO(t)

• stati finali compatibili con le misure: F
t≠1

x0 + F
t≠1

XNO(t) + Rt≠1ut≠1

= x
ú + F

t≠1
XNO(t)
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Spazio non ricostruibile
x

ú = x(t ≠ 1) = F
t≠1

x0 + Rt≠1ut≠1

misure {u(k)}t≠1

k=0
, {y(k)}t≠1

k=0

• stati iniziali compatibili con le misure: x0 + XNO(t)

• stati finali compatibili con le misure: F
t≠1

x0 + F
t≠1

XNO(t) + Rt≠1ut≠1

= x
ú + F

t≠1
XNO(t)

XNR(t) = spazio non ricostruibile in t passi = F
t≠1

XNO(t) = {F
t≠1

x , x œ ker(Ot)}

XNR = (minimo) spazio non ricostruibile = XNR(n + 1) = F
n
XNO
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Criterio di non ricostruibilità

Definizione: Un sistema � a t.d. si dice (completamente) ricostruibile se XNR = {0}.
Un sistema � a t.d. si dice (completamente) ricostruibile in t passi se t è il più piccolo
intero tale che XNR(t) = {0}.
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Criterio di non ricostruibilità

Definizione: Un sistema � a t.d. si dice (completamente) ricostruibile se XNR = {0}.
Un sistema � a t.d. si dice (completamente) ricostruibile in t passi se t è il più piccolo
intero tale che XNR(t) = {0}.

� ricostruibile ≈∆ ker(F n) ´ ker(O) = XNO
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Criterio di non ricostruibilità

Definizione: Un sistema � a t.d. si dice (completamente) ricostruibile se XNR = {0}.
Un sistema � a t.d. si dice (completamente) ricostruibile in t passi se t è il più piccolo
intero tale che XNR(t) = {0}.

� ricostruibile ≈∆ ker(F n) ´ ker(O) = XNO

� osservabile (XNO = {0}) ∆ � ricostruibile

� ricostruibile ”∆ � osservabile !!!
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Esempi

note

1. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
0 1

È
x(t)

2. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
1 0

È
x(t)

G. Baggio Lez. 19: Osservabilità e ricostruibilità 7 Aprile 2021



Esempi

note

1. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
0 1

È
x(t)

2. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
1 0

È
x(t)

non osservabile=∆ ma ricostruibile se –1 = 0

=∆ osservabile e (quindi) ricostruibile
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In questa lezione

Û Osservabilità e ricostruibilità: definizioni generali

Û Osservabilità di sistemi lineari a t.d.

Û Ricostruibilità di sistemi lineari a t.d.

Û Osservabilità e ricostruibilità di sistemi lineari a t.c.



Osservabilità e ricostruibilità di sistemi LTI a tempo continuo

ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)
x(0) = x0 œ Rn

�u(t) œ Rm
y(t) œ Rp

x(t)

y(·) = He
F·

x0 +
⁄

t

0

He
F (t≠s)

Gu(s)ds, · œ [0, t]
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Osservabilità e ricostruibilità di sistemi LTI a tempo continuo

ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)
x(0) = x0 œ Rn

�u(t) œ Rm
y(t) œ Rp

x(t)

y(·) = He
F·

x0 +
⁄

t

0

He
F (t≠s)

Gu(s)ds, · œ [0, t]

Quando possiamo determinare univocamente x0 œ Rn dalle misure?
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Osservabilità e ricostruibilità di sistemi LTI a tempo continuo

ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t)

y(t) = Hx(t)
x(0) = x0 œ Rn

�u(t) œ Rm
y(t) œ Rp

x(t)

y(·) = He
F·

x0 +
⁄

t

0

He
F (t≠s)

Gu(s)ds, · œ [0, t]

Quando possiamo determinare univocamente x0 œ Rn dalle misure?

Quando possiamo determinare univocamente x
ú = x(t) œ Rn dalle misure?
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Criterio di osservabilità del rango
XNO(t) = spazio non osservabile nell’intervallo [0, t]

XNO = (minimo) spazio non osservabile

Definizione: Un sistema � a t.c. si dice (completamente) osservabile se XNO = {0}.
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Criterio di osservabilità del rango
XNO(t) = spazio non osservabile nell’intervallo [0, t]

XNO = (minimo) spazio non osservabile

Definizione: Un sistema � a t.c. si dice (completamente) osservabile se XNO = {0}.

O , On =

S

WWWWU

H

HF

...
HF

n≠1

T

XXXXV
= matrice di osservabilità del sistema

� osservabile ≈∆ ker(O) = {0} ≈∆ rank(O) = n
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Criterio di osservabilità del rango
XNO(t) = spazio non osservabile nell’intervallo [0, t]

XNO = (minimo) spazio non osservabile

Definizione: Un sistema � a t.c. si dice (completamente) osservabile se XNO = {0}.

O , On =

S

WWWWU

H

HF

...
HF

n≠1

T

XXXXV
= matrice di osservabilità del sistema

� osservabile ≈∆ ker(O) = {0} ≈∆ rank(O) = n

N.B. Se un sistema � a t.c. è osservabile allora XNO(t) = {0} per ogni t > 0 !!
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Esempio

note

+
≠

R

L1 L2

u(t)

x1(t) = iL1
(t), x2(t) = iL2

(t)

y(t) = iR(t) = iL1
(t) + iL2

(t)
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Esempio

note

+
≠

R

L1 L2

u(t)

x1(t) = iL1
(t), x2(t) = iL2

(t)

y(t) = iR(t) = iL1
(t) + iL2

(t)

O =
C

1 1
≠R( 1

L1
+ 1

L2
) ≠R( 1

L1
+ 1

L2
)

D

rank(O) = 1 =∆ � non osservabile
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Ricostruibilità (a t.c.) = osservabilità (a t.c.)

x
ú = x(t) = e

Ft
x0 +

⁄
t

0

e
F (t≠·)

Gu(·)d·

misure u(·), y(·), · œ [0, t]
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y
correlta

1 Insieme di stati initials compatibili con le misure Xo Knott
2 Insieme di strati finali Cal tempo t compatibili con le minore
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Def Un sistema E a tic e ricastruibile se Ft o t c Xmft f O



Ricostruibilità (a t.c.) = osservabilità (a t.c.)

x
ú = x(t) = e

Ft
x0 +

⁄
t

0

e
F (t≠·)

Gu(·)d·

misure u(·), y(·), · œ [0, t]

• stati iniziali compatibili con le misure: x0 + XNO(t)

• stati finali compatibili con le misure: e
Ft

x0 + e
Ft

XNO(t) +
⁄

t

0

e
F (t≠·)

Gu(·)d·

= x
ú + e

Ft
XNO(t)
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ricosturibile 7 Xmft to 7 ettKnott 4 7Kroft fo
E arservabilita e e invertible



Ricostruibilità (a t.c.) = osservabilità (a t.c.)

x
ú = x(t) = e

Ft
x0 +

⁄
t

0

e
F (t≠·)

Gu(·)d·

misure u(·), y(·), · œ [0, t]

• stati iniziali compatibili con le misure: x0 + XNO(t)

• stati finali compatibili con le misure: e
Ft

x0 + e
Ft

XNO(t) +
⁄

t

0

e
F (t≠·)

Gu(·)d·

= x
ú + e

Ft
XNO(t)

XNR(t) = e
Ft

XNO(t) = spazio non ricostruibile nell’intervallo [0, t]

e
Ft invertibile =∆ XNR(t) = {0} ≈∆ XNO(t) = {0}

ricostruibilità = osservabilità !!
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Teoria dei Sistemi e Controllo Ottimo e Adattativo (C. I.)
Teoria dei Sistemi (Mod. A)

Docente: Giacomo Baggio

Lez. 19: Osservabilità e ricostruibilità

Corso di Laurea Magistrale in Ingegneria Meccatronica

A.A. 2020-2021

B baggio@dei.unipd.it
m baggiogi.github.io



Esempio introduttivo

note

+
≠

R

L1 L2

u(t)

x1(t) = iL1
(t), x2(t) = iL2

(t)

y(t) = iR(t) = iL1
(t) + iL2

(t)

t0 = 0, L1 = L2 = L
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#

x in Xi in
stati non osservabili

y int in X 1 2 delsistema

to O L L Lz

Rappresentatione in spatio di shako

in tgif Y KIN trifid Lalu Rin Rin
f u Rah EXz

in dig VY tu REH E
I Es

I f t.EE E.IxtIEIuh h L

y
ufxyftIHeFtxotfotHeFlt Gu de xC4 x

you father Gu de

Sexo e non osservabile in lo t y e yo TE fo t the

yo yo e O 7 HeFix 0 He lost



#

Calcolo em
F El vai r El af
e It Cen heel ie IIfEIli

E'T't eYe z2 2

ear
IE'T I EY't'z

f TecotHetero e e xo o c x c Kerem spanff

M statinonomervabiliinlat

Xo I DEIR



Stati indistinguibili

note

x(0) = x0: y(k) = HF
k
x0 + HRkuk , k = 0, 1, . . . , t ≠ 1

x(0) = x
Õ
0
: y

Õ(k) = HF
k
x

Õ
0

+ HRkuk , k = 0, 1, . . . , t ≠ 1
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#

Ingreno uol.ua ult y
x o Xo y.lk HFkXotHRkukk 91 rt

ixCoIxi yYkl
HFkxdtHRkuri k 91 it 1

Quando Xo e indistinguibile tax

y K y k KK on t 1

Y K g k _0 Kk 0,1 it I

b
k 0 H Xo Xo O

KY HF x x O

ya ftp.cxi.x.r.oss
ItIF ki xoi f

kItn HFt xo xoj O Ot matrice di
osservabilita int passi

ftp.EI Ki xoI f
o

c7xi

xoekerOtInsiemedistah
indistinguibilida Xo Xo 1 kerot fxotx.xekerQ.ly



Esempi

note

1. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
0 1

È
x(t)

2. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
1 0

È
x(t)
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#

1 F I L 4 10 1 LinzEIR

e osservabile

0 1ftp f8Lz rankO 1V a.kaelR
E non e asservabile

two Ker O span f V 4 dzER

2 F Iffy H to a.dz EIR

E asservabile

0 1ftp fL I rank 0 2 Vh.dz c IR
7 E osservabile Va.dzEIR in 2 passi

know Kero KerH span 191
Kno 2 of



Esempi

note

1. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
0 1

È
x(t)

2. x(t + 1) =
C
–1 1
0 –2

D

x(t), –1, –2 œ R

y(t) =
Ë
1 0

È
x(t)
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#

it F f If H lo I duh EIR

F H non e onervabile V4 dzEIR

Xero span f
ricostruibile

KerO two E Ker F

III 11 11 Igi's I

run.fi b p Iii X m

span f 4 0 hit 0 Kroeker F
1122 4 4 0 E ricastruibile

2 F f I H 110 and ER

asservabile 7 two fo 7 KerF 210 7 E ricostruibile



Esempio

note

+
≠

R

L1 L2

u(t)

x1(t) = iL1
(t), x2(t) = iL2

(t)

y(t) = iR(t) = iL1
(t) + iL2

(t)
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#

X in Xz in

y int in X 1 2

F t.E.IE a IE.lH his

asservabile

O Http frfa.iq rfzzy
rankO 1cn 2

E non osservabile

kno Ker O span I


