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Nella scorsa lezione

Û Problemi di controllo in catena aperta e in retroazione

Û Retroazione statica di sistemi lineari



In questa lezione

Û Proprietà di sistemi lineari retroazionati dallo stato

Û Controllo in retroazione dallo stato: caso m = 1

Û Comandi Matlab R�



Retroazione dallo stato ed equivalenza algebrica

�(K) : x(t + 1) = (F + GK )x(t) + Gv(t)

Come si modificano le matrici del sistema per e�etto di un cambio di base T?
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Retroazione dallo stato ed equivalenza algebrica

�(K) : x(t + 1) = (F + GK )x(t) + Gv(t)

Come si modificano le matrici del sistema per e�etto di un cambio di base T?

F
Õ = T

≠1
FT , G

Õ = T
≠1

G , K
Õ = KT
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Forma di Kalman del sistema retroazionato dallo stato

note

�(K) : x(t + 1) = (F + GK )x(t) + Gv(t)

FK , T
≠1

FT =
C
F11 F12
0 F22

D

, GK , T
≠1

G =
C
G1
0

D

, KK , KT =
Ë
K1 K2

È
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Forma di Kalman del sistema retroazionato dallo stato

note

�(K) : x(t + 1) = (F + GK )x(t) + Gv(t)

FK , T
≠1

FT =
C
F11 F12
0 F22

D

, GK , T
≠1

G =
C
G1
0

D

, KK , KT =
Ë
K1 K2

È

T
≠1

x =
C

xR(t + 1)
xNR(t + 1)

D

=
C
F11 + G1K1 F12 + G1K2

0 F22

D C
xR(t)
xNR(t)

D

+
C
G1
0

D

v(t)

Il sottosistema non raggiungibile non è influenzato dalla retroazione !
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In questa lezione

Û Proprietà di sistemi lineari retroazionati dallo stato

Û Controllo in retroazione dallo stato: caso m = 1

Û Comandi Matlab R�



Controllo in retroazione per sistemi a singolo ingresso (m = 1)
�: x(t + 1) = Fx(t) + gu(t), g œ Rn◊1

�(K): x(t + 1) = (F + gK )x(t) + gv(t)

Quando è possibile assegnare a F + gK degli autovalori desiderati?

note
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Controllo in retroazione per sistemi a singolo ingresso (m = 1)
�: x(t + 1) = Fx(t) + gu(t), g œ Rn◊1

�(K): x(t + 1) = (F + gK )x(t) + gv(t)

Quando è possibile assegnare a F + gK degli autovalori desiderati?

Teorema: Per ogni polinomio

p(⁄) = ⁄n + pn≠1⁄
n≠1 + · · · + p1⁄ + p0, pi œ R,

esiste una matrice di retroazione K œ R1◊n tale che �F+gK (⁄) = p(⁄) se e solo se il
sistema � è raggiungibile.

note
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Allocazione degli autovalori (m = 1): metodo diretto
�: x(t + 1) = Fx(t) + gu(t), g œ Rn◊1, � raggiungibile

�(K): x(t + 1) = (F + gK )x(t) + gv(t)

Come fare ad assegnare a F + gK degli autovalori desiderati?

G. Baggio Lez. 18: Controllo in retroazione dallo stato (pt. 1) 30 Marzo 2022



Allocazione degli autovalori (m = 1): metodo diretto
�: x(t + 1) = Fx(t) + gu(t), g œ Rn◊1, � raggiungibile

�(K): x(t + 1) = (F + gK )x(t) + gv(t)

Come fare ad assegnare a F + gK degli autovalori desiderati?

p(⁄) = ⁄n + pn≠1⁄n≠1 + · · · + p1⁄ + p0 = polinomio con autovalori desiderati

Risolvere �F+gK (⁄) = det(⁄I ≠ F ≠ gK ) = p(⁄) con incognita K

=∆
Sistema di equazioni lineari con incognite k1, . . . , kn, K =

Ë
k1 · · · kn

È
!
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Esempio

note

x(t + 1) =

S

WU
1 2 0
0 0 1
0 1 0

T

XV x(t) +

S

WU
1
0
1

T

XV u(t)

Retroazione K
ú tale che il sistema retroazionato abbia autovalori ⁄1 = 0, ‹1 = 3?
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Esempio

note

x(t + 1) =

S

WU
1 2 0
0 0 1
0 1 0

T

XV x(t) +

S

WU
1
0
1

T

XV u(t)

Retroazione K
ú tale che il sistema retroazionato abbia autovalori ⁄1 = 0, ‹1 = 3?

K
ú =

Ë
≠1

2 ≠3
2 ≠1

2

È
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Allocazione autovalori (m = 1): osservazioni
1. Il procedimento permette di allocare gli autovalori di F + gK a nostro piacimento!

L’unico vincolo è la raggiungibilità di � e il fatto che se un autovalore è complesso
deve esserci anche il suo complesso coniugato.
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Allocazione autovalori (m = 1): osservazioni
1. Il procedimento permette di allocare gli autovalori di F + gK a nostro piacimento!

L’unico vincolo è la raggiungibilità di � e il fatto che se un autovalore è complesso
deve esserci anche il suo complesso coniugato.

2. Se il sistema � non è raggiungibile allora possiamo cambiare tramite retroazione
solo gli autovalori di F11 (matrice di stato del sottosistema raggiungibile).
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Allocazione autovalori (m = 1): osservazioni
1. Il procedimento permette di allocare gli autovalori di F + gK a nostro piacimento!

L’unico vincolo è la raggiungibilità di � e il fatto che se un autovalore è complesso
deve esserci anche il suo complesso coniugato.

2. Se il sistema � non è raggiungibile allora possiamo cambiare tramite retroazione
solo gli autovalori di F11 (matrice di stato del sottosistema raggiungibile).

3. Se tutti gli autovalori vengono allocati in zero (p(⁄) = ⁄n) tutti i modi del sistema
retroazionato convergono a zero in tempo finito. Il controllore in questo caso viene
detto controllore dead-beat!
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Allocazione autovalori (m = 1): osservazioni
1. Il procedimento permette di allocare gli autovalori di F + gK a nostro piacimento!

L’unico vincolo è la raggiungibilità di � e il fatto che se un autovalore è complesso
deve esserci anche il suo complesso coniugato.

2. Se il sistema � non è raggiungibile allora possiamo cambiare tramite retroazione
solo gli autovalori di F11 (matrice di stato del sottosistema raggiungibile).

3. Se tutti gli autovalori vengono allocati in zero (p(⁄) = ⁄n) tutti i modi del sistema
retroazionato convergono a zero in tempo finito. Il controllore in questo caso viene
detto controllore dead-beat!

4. Il procedimento rimane invariato per sistemi a tempo continuo, ma in questo caso
non si possono avere controllori dead-beat.
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In questa lezione

Û Proprietà di sistemi lineari retroazionati dallo stato

Û Controllo in retroazione dallo stato: caso m = 1

Û Comandi Matlab R�



Comandi Matlab R� – Control System Toolbox

K = place(F,G,v) calcola matrice di retroazione K tale che
F + GK ha come autovalori gli elementi del
vettore v (N.B. numericamente robusto ma
non funziona per autovalori multipli);

K = acker(F,G,v) calcola matrice di retroazione K tale che
F + GK ha come autovalori gli elementi del
vettore v (N.B. numericamente instabile ma
funziona anche per autovalori multipli);
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Forma di Kalman del sistema retroazionato dallo stato

note

�(K) : x(t + 1) = (F + GK )x(t) + Gv(t)

FK , T
≠1

FT =
C
F11 F12
0 F22

D

, GK , T
≠1

G =
C
G1
0

D

, KK , KT =
Ë
K1 K2

È
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#

k
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j f woke Ggky
intake FatGak
O Fu

La retroatione non influenza il soltoristema non raggiongibile
Non possionno modificare gli autovaleri non raggiongibili delsistema



Controllo in retroazione per sistemi a singolo ingresso (m = 1)
�: x(t + 1) = Fx(t) + gu(t), g œ Rn◊1

�(K): x(t + 1) = (F + gK )x(t) + gv(t)

Quando è possibile assegnare a F + gK degli autovalori desiderati?

Teorema: Per ogni polinomio

p(⁄) = ⁄n + pn≠1⁄
n≠1 + · · · + p1⁄ + p0, pi œ R,

esiste una matrice di retroazione K œ R1◊n tale che �F+gK (⁄) = p(⁄) se e solo se il
sistema � è raggiungibile.

note
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#
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#

O

1 Id
Lotka Like i duatKen

Quindi Fctgoke é ancora in forma campagna e quindi

Afctgck d I't kne ka t x ka at koko

Dato in qualsiasi polinanio p a I't punt t t p at p
con pie IR scelti arbitrariamente possiamo eguagliare i coeff di

AFctgKc d e p a

d n n Kan pm Ken du e Pu n

i
ke Ker p Ker de pi
Lo Ker p Ken Lo p

Quindi F K K T tale che Afegk d p a per agni seetha
di p d



Esempio

note

x(t + 1) =

S

WU
1 2 0
0 0 1
0 1 0

T

XV x(t) +

S

WU
1
0
1

T

XV u(t)

Retroazione K
ú tale che il sistema retroazionato abbia autovalori ⁄1 = 0, ‹1 = 3?
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#

1 at
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