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Nella scorsa lezione

. Raggiungibilità e controllabilità: definizioni generali

. Raggiungibilità di sistemi lineari a t.d.

. Calcolo dell’ingresso di controllo

. Sistemi non raggiungibili: forma di Kalman

. Test PBH di raggiungibilità

. Controllabilità di sistemi lineari a t.d.

In questa lezione

. Raggiungibilità di sistemi lineari a t.c.

. Calcolo dell’ingresso di controllo

. Controllabilità di sistemi lineari a t.c.

. Esercizi



Raggiungibilità di sistemi a tempo continuo: setup

ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = x0

Σu(t) ∈ Rm x(t) ∈ Rn

x(t) = eFtx0 +
∫ t

0
eF (t−τ)Gu(τ) dτ
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Raggiungibilità di sistemi a tempo continuo: setup

ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = 0

Σu(t) ∈ Rm x(t) ∈ Rn

x(t) =
∫ t

0
eF (t−τ)Gu(τ) dτ

Insieme di stati x̄ raggiungibili al tempo t a partire da x(0) = 0?

Quando possiamo raggiungere tutti i possibili stati x̄ ∈ Rn?
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Criterio di raggiungibilità
XR(t) = spazio raggiungibile al tempo t

XR = (massimo) spazio raggiungibile

Definizione: Un sistema Σ a t.c. si dice (completamente) raggiungibile se XR = Rn.

R , Rn =
[
G FG F 2G · · · F n−1G

]
= matrice di raggiungibilità del sistema

Σ raggiungibile ⇐⇒ Im(R) = Rn ⇐⇒ rank(R) = n

N.B. Se un sistema Σ a t.c. è raggiungibile allora XR(t) = Rn per ogni t > 0 !!
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Osservazioni

Molti dei risultati sulla raggiungibilità a t.d. valgono anche a t.c.!

1. XR è F -invariante

2. Forma canonica di Kalman:[
xR

xNR

]
, T−1x , FK , T−1FT =

[
F11 F12
0 F22

]
, GK , T−1G =

[
G1
0

]
.

3. Criterio PBH:

Σ raggiungibile ⇐⇒ rank
[
zI − F G

]
= n, ∀z ∈ C.
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Esempio

+
−

R

C1

R

C2

u(t)

x1(t) = vC1(t), x2(t) = vC2(t)

x1(0) = x2(0) = 0

Σ raggiungibile ?

Se C1 = C2, Σ non raggiungibile

Se C1 6= C2, Σ raggiungibile !
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Calcolo dell’ingresso di controllo

Se Σ è raggiungibile, come costruire un ingresso u(τ), τ ∈ [0, t], per raggiun-
gere un qualsiasi stato x̄ ∈ Rn da un stato x0 ad un tempo fissato t > 0?

u(τ) = G>eF >(t−τ)
(∫ t

0
eFσGG>eF >σ dσ

)−1
(x̄ − eFtx0), τ ∈ [0, t]

1. Wt =
∫ t

0
eFσGG>eF >σ dσ = Gramiano di raggiungibilità nell’intervallo [0, t]

2. Ingresso non unico! u(τ) = ingresso a minima energia (‖u‖2 =
∫ t

0 u(τ)>u(τ) dτ)
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Esempio

+
−

R=1

C=1

u(t)
Ingresso a minima energia per

raggiungere x(t) = vC (t) = 2 al
tempo t = 1 a partire da x(0) = 0?

u(τ) = 4eτ

e − e−1 , τ ∈ [0, 1]
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Controllabilità di sistemi a tempo continuo: setup

ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = x̄

Σu(t) ∈ Rm x(t) ∈ Rn

0 = x(t) = eFt x̄ +
∫ t

0
eF (t−τ)Gu(τ) dτ

Insieme di stati x̄ controllabili al tempo t allo stato x(t) = 0?

Quando possiamo controllare a zero tutti i possibili stati x̄ ∈ R?
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Controllabilità vs. raggiungibilità
XC (t) = spazio controllabile al tempo t

XC = (massimo) spazio controllabile

Definizione: Un sistema Σ a t.c. si dice (completamente) controllabile se XC = Rn.

x̄ ∈ XC (t) ⇐⇒ eFt x̄ ∈ XR ⇐⇒ x̄ ∈ e−FtXR ⇐⇒ x̄ ∈ XR

XC = XC (t) = XR

controllabilità = raggiungibilità !!
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Esercizio 1

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t), F =

−1 1 0
−1 1 0
−4 4 0


1. Si determini, se esiste, una G ∈ Rn tale che il sistema sia raggiungibile.

2. Si determini, se esiste, una G ∈ Rn tale che il sistema sia controllabile.

1. Non esiste una tale G .
2. G = [0 0 0]>.
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Esercizio 2 [riadattato da Es. 2 tema d’esame 31 Agosto 2007]

ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t), F =

−1/2 −1/2 0
−1 0 0
0 0 −1

, G =

1
1
0

.

1. Si determini se il sistema è raggiungibile.

2. Si determini, senza effettuare il calcolo, se esiste o meno un ingresso u(τ),
τ ∈ [0, 1], che porta il sistema da x(0) = [0 0 1]> a x(1) = [e e e−1]>.

1. Il sistema non è raggiungibile.

2. Un tale ingresso esiste.
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