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In questa lezione

> Controllabilita di sistemi lineari a t.d.
> Controllabilita e forma di Kalman

> Test PBH di controllabilita

Controllabilita di sistemi LTI a tempo discreto

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = xo

u(t) eR" — ¥ ——x(t)eR"

-1
0=x(t)=F'x%+ > F*=% " Gu(k) = F'xo + Reuy

k=0

| Insieme di stati xo controllabili al tempo t (= in t passi) allo stato x(t) = 07 |

| Quando possiamo controllare a zero tutti i possibili stati x, € R"? |
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Spazio controllabile
Xc(t) = spazio controllabile in t passi = {x € R" : F'x € im(R.)}
Teorema: Gli spazi di controllabilita soddisfano:
Xc(1) € Xc(2) € Xc(3) € -+
Inoltre, esiste un primo intero i < n tale che

Xe(i) = Xe(), V>,

i = indice di controllabilita

Xc £ Xc(i) = (massimo) spazio controllabile

Criterio di controllabilita

Definizione: Un sistema X a t.d. si dice (completamente) controllabile se X¢c = R”.
Un sistema X a t.d. si dice (completamente) controllabile in t passi se X¢(t) = R”,
con t indice di controllabilita.

|Z controllabile <= im(F") Cim(R) = XR|

Y raggiungibile (Xg = R") = X controllabile

Y controllabile # ¥ raggiungibile !l
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Esempi
Loaer1) = [ L)+ %] (o), anan € m — non roBEumBDIe Vo, 05
’ - 1 g 1 et ma controllabile se o =0
[a; 0] 1] raggiungibile e quindi
2. x(t+1)= t t), o, 0 € R = .
x(t+1) | 1 a x(t) + 0_ u(t), a1, a2 controllabile
010 0 non raggiungibile
. = - . . .
3. x(t+1) 8 8 (1) x(t) + (1) u(t) ma controllabile (in 2 passi)
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Controllabilita e forma canonica di Kalman
XNR 0 Fan 0
) = [ R ] + [ ] o

xnr(t) = F3oxnr(0)

[XR} LTl Fe2 T-IFT = {F“ F“], Gk £ T1G = {Gl]

1. X controllabile <= 3t : F}, =0, t >t < Fy nilpotente (autovalori di F, = 0)
2. Xgr C Xc e Xg = Xc se Fy invertibile

3. X reversibile (= F invertibile) = Fy; invertibile =— Xg = Xc
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Test PBH di controllabilita
Y ox(t+1) = Fx(t) + Gu(t)
Teorema: Il sistema ¥ € controllabile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilita
21— F G

ha rango pieno (rank[zl — F G] = n) per ogni z € C con z # 0.

N.B. La matrice PBH puo essere valutata solo per gli z # 0 che sono autovalori di F !
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