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In questa lezione

> Raggiungibilita di sistemi lineari a t.c.
> Controllabilita di sistemi lineari a t.c.

> Esercizi



Raggiungibilita di sistemi LTI a tempo continuo

x(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = xo

u(t) € R — Y

— x(t) € R”

t
x* = x(t) = e"x +/ eFt= Gu(r) dr
0
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Raggiungibilita di sistemi LTI a tempo continuo

x(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0) =0

u(t) e R™ — > — x(t) e R”
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Raggiungibilita di sistemi LTI a tempo continuo

x(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0) =0

u(t) e R™ — > — x(t) e R”

t
x*=x(t) = /0 eFt= Gu(r) dr

Insieme di stati x* raggiungibili al tempo t a partire da x(0) = 07

Quando possiamo raggiungere tutti i possibili stati x* € R"?
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Criterio di raggiungibilita del rango

Xgr(t) = spazio raggiungibile al tempo t

Xr = (massimo) spazio raggiungibile

Definizione: Un sistema ¥ a t.c. si dice (completamente) raggiungibile se Xg = R".
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Criterio di raggiungibilita del rango

Xgr(t) = spazio raggiungibile al tempo t

Xr = (massimo) spazio raggiungibile

Definizione: Un sistema ¥ a t.c. si dice (completamente) raggiungibile se Xg = R".

RER,=|G FG F?G --- F"'G| = matrice di raggiungibilita del sistema

Y raggiungibile <= Im(R)=R" <= rank(R)=n
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Criterio di raggiungibilita del rango

Xgr(t) = spazio raggiungibile al tempo t

Xr = (massimo) spazio raggiungibile

Definizione: Un sistema ¥ a t.c. si dice (completamente) raggiungibile se Xg = R".

RER,=|G FG F?G --- F"'G| = matrice di raggiungibilita del sistema

Y raggiungibile <= Im(R)=R" <= rank(R)=n

N.B. Se un sistema ¥ a t.c. & raggiungibile allora Xg(t) = R" per ogni t > 0 !

Xe (k)= Xo ¥ivo
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Osservazioni

Molti dei risultati sulla raggiungibilita a t.d. valgono anche a t.c. !
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Osservazioni

Molti dei risultati sulla raggiungibilita a t.d. valgono anche a t.c. !

1. Xg & F-invariante e contiene im(G)
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Osservazioni
Molti dei risultati sulla raggiungibilita a t.d. valgono anche a t.c. !

1. Xg & F-invariante e contiene im(G)

2. Forma canonica di Kalman:

XR | & -1 A -1 _|Fu1 F2 A +1,~_ |G
[XNR]_T o Fe 2T FT[O F22],GK_T GH.

G. Baggio Lez. 15: Raggiungibilita e controllabilita a t.c. 26 Marzo 2021



Osservazioni
Molti dei risultati sulla raggiungibilita a t.d. valgono anche a t.c. !
1. Xg & F-invariante e contiene im(G)
2. Forma canonica di Kalman:

XR | & -1 A -1 _|Fu1 F2 A +1,~_ |G
[XNR]_T o Fe 2T FT[O F22],GK_T GH.

3. Criterio PBH:

> raggiungibile <= rank [zl — F G} =n, VzeC.
[z anbovalou & F]

G. Baggio Lez. 15: Raggiungibilita e controllabilita a t.c. 26 Marzo 2021



Esempio

x1(t) = v (), x(t) = v, (1)
x1(0) = x(0) = 0

u(t
(t) R R 2> raggiungibile 7

— ¢

—
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Esempio

x1(t) = v (), x(t) = v, (1)
x1(0) = x(0) = 0

u(t) R R

<+> 2> raggiungibile 7

— G — G

Se (1 = G, X non raggiungibile

Se (7 # (,, ¥ raggiungibile !
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In questa lezione

> Raggiungibilita di sistemi lineari a t.c.
> Controllabilita di sistemi lineari a t.c.

> Esercizi



Controllabilita di sistemi LTI a tempo continuo

x(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = xo

u(t) € R — Y

— x(t) € R”

t
x* = x(t) = e"x +/ eFt= Gu(r) dr
0
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Controllabilita di sistemi LTI a tempo continuo

x(t) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = xo

u(t) e R™ — > — x(t) e R”

t
0= x(t) = eixp + / eF(=) Gu(r) dr
0

Insieme di stati xo controllabili al tempo t allo stato x(t) = 07

Quando possiamo controllare a zero tutti i possibili stati x; € R"?
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Controllabilita = raggiungibilita

Xc(t) = spazio controllabile al tempo t

Xc = (massimo) spazio controllabile

Definizione: Un sistema ¥ a t.c. si dice (completamente) controllabile se X = R".

note
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Controllabilita = raggiungibilita

Xc(t) = spazio controllabile al tempo t

Xc = (massimo) spazio controllabile

Definizione: Un sistema ¥ a t.c. si dice (completamente) controllabile se X = R".

XC [ Xc(f) p— PFtXC c XR p— XC e P_FtXR p— XC [ XR

Xc = Xc(t) = Xgr

controllabilita = raggiungibilita !!

note
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In questa lezione

> Raggiungibilita di sistemi lineari a t.c.
> Controllabilita di sistemi lineari a t.c.

> Esercizi



Esercizio 1

-1 10
x(t+1)=Fx(t)+ Gu(t), F=|-1 10
—4 4 0

1. Si determini, se esiste, una G € R3 tale da rendere il sistema raggiungibile.

2. Si determini, se esiste, una G € R3 tale da rendere il sistema controllabile.

note
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Esercizio 1

-1 10
x(t+1)=Fx(t)+ Gu(t), F=|-1 10
—4 4 0

1. Si determini, se esiste, una G € R3 tale da rendere il sistema raggiungibile.

2. Si determini, se esiste, una G € R3 tale da rendere il sistema controllabile.

1. Non esiste una tale G.

2. Una G € R3 qualsiasi.

note
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Esercizio 2 [riadattato da Es. 2 tema d’esame 31 Agosto 2007]

~1/2 —1/2 0 1
x(t) = Fx(t) + Gu(t), F=] —1 0 0|, G=|1].
0 0 —1 0

1. Si determini se il sistema & raggiungibile.

2. Si determini, senza effettuare il calcolo, se esiste 0 meno un ingresso u(7),
7 € [0,1], che porta il sistema da x(0)=[001]" ax(1)=[eee '] .
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Esercizio 2 [riadattato da Es. 2 tema d'esame 31 Agosto 2007]

~1/2 —1/2 0 1
x(t) = Fx(t) + Gu(t), F=] —1 0 0|, G=|1].
0 0 —1 0

1. Si determini se il sistema & raggiungibile.

2. Si determini, senza effettuare il calcolo, se esiste 0 meno un ingresso u(7),
7 € [0,1], che porta il sistema da x(0)=[001]" ax(1)=[eee '] .

1. Il sistema non e raggiungibile.

2. Un tale ingresso esiste.
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Esempio
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Controllabilita = raggiungibilita
Xc(t) = spazio controllabile al tempo t

— Xc = (massimo) spazio controllabile

Definizione: Un sistema ¥ a t.c. si dice (completamente) controllabile se Xc = R".
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Esercizio 1

— x(t+1) = Fx(t) + Gu(t), F= -

1. Si determini, se esiste, una G € R3 tale da rendere il sistema raggiungibile

2. Si determini, se esiste, una G € R tale da rendere il sistema controllabile

Tey

.............................

1) G {.c. X gg.%a'wﬁl:fﬂa'z
0

4U41'mm«n I.J. “MI’ F[ﬁHZ

‘() CO.L:UL m‘\d\fqlﬂn F

A(F)=

A(L

\

b, (N

4»@{' (AI "FM)

det

(A+4)(2-1) +1

J

|
"L

Alj/(+A

AULUVQXIL{ F-

PBH (0)=

Lo
"

mk(?ﬁH Ng2 v

29

./ 1

:>7, nwom Mooy VCT

m

7/ I

2.) G te &

controdlabidy ]

L oo anrovalow 4 F ¢ 0

(F wilpohembe)

= T oo labile

VGe R’




Esercizio 2 [riadattato da Es. 2 tema d'esame 31 Agosto 2007

~1/2 -1/2 0 1
x(t) = Fx(t) + Gu(t), F= { -1 0 0] G= H
0 0 -1 0

1. Si determini se il sistema & raggiungibile.
2. Si determini, senza effettuare il calcolo, se esiste 0 meno un ingresso U(T),

7 € [0,1], che porta il sistema da x(0) =[001]" ax(1) =[eee!]".
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