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Nella scorsa lezione

> Raggiungibilita e controllabilita: definizioni generali

> Raggiungibilita di sistemi lineari a t.d.  Xg () = im R,
_t-
R [G FG PG F "G



In questa lezione

> Controllo a minima energia a t.d.
> Sistemi non raggiungibili: forma di Kalman

> Test PBH di raggiungibilita



Calcolo dell'ingresso di controllo (a minima energia)

Se X & raggiungibile in t passi, come costruire una sequenza di ingresso
u, € R™ per raggiungere un qualsiasi stato x* € R" in t passi?
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Calcolo dell'ingresso di controllo (a minima energia)

Se X & raggiungibile in t passi, come costruire una sequenza di ingresso
u, € R™ per raggiungere un qualsiasi stato x* € R" in t passi?

Caso xo = 0: 1. x* =x(t) = Rt
2. Uy = R;r'r]t, 77[‘ c Rmt — 771‘ — (RtR:)_IX*
3. Uy = R:(Rt/}z:)_lx*
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Calcolo dell'ingresso di controllo (a minima energia)

Se X & raggiungibile in t passi, come costruire una sequenza di ingresso
u, € R™ per raggiungere un qualsiasi stato x* € R" in t passi?

Caso xo = 0: 1. x* =x(t) = Rt
2. Uy = R;r'r]t, 77[‘ c Rmt — 771‘ — (RtR:)_IX*
3. Uy = R:(Rt/}z:)_lx*

Caso xo # 0: ue =R/} (R:R})(x* — Fixo)
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Calcolo dell'ingresso di controllo: osservazioni

1. Ingresso u; generalmente non unico! Insieme dei possibili ingressi:

Z/{t — {U;. — Ut + B, B E ker(Rt)} .
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Calcolo dell'ingresso di controllo: osservazioni

1. Ingresso u; generalmente non unico! Insieme dei possibili ingressi:
/ —_— —
U ={u, = us + 1, U € ker(R:)}.
2. Ingresso a minima “energia”:

u; = arg min |uf]]? = R} (R:R] ) Hx* — Fxo).

u el
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Calcolo dell'ingresso di controllo: osservazioni

1. Ingresso u; generalmente non unico! Insieme dei possibili ingressi:
/ —_— —
U ={u, = us + 1, U € ker(R:)}.
2. Ingresso a minima “energia”:

u; = arg min |uf]]? = R} (R:R] ) Hx* — Fxo).

u el

3. L'energia minima per raggiungere x* in t passi €:
lug]]? = (") "W ix,

dove W, & R,/R] = S L3 FK®GGT(FT)<*® ¢ detto Gramiano di raggiungibilita
in t passi del sistema. Gli autovalori di W, quantificano |'energia minima richiesta
per raggiungere diversi stati x(t) = x* del sistema.
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Esempio

010 00
1. x(t+1)= (0 0 0| x(t)+ (1 0] u(t)
0 00 0 1
1
ingressi u'(t) per raggiungere x* = |1| da xp = 0 in 2 passi?
0

note
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Esempio

010 00
1. x(t+1)= (0 0 0| x(t)+ (1 0] u(t)
0 00 0 1
1
ingressi u'(t) per raggiungere x* = |1| da xp = 0 in 2 passi?
0

/(0) = H a e R (1) = H 4*(0) = H u (1) = H min. energia
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In questa lezione

> Controllo a minima energia a t.d.
> Sistemi non raggiungibili: forma di Kalman

> Test PBH di raggiungibilita



Spazi raggiungibili: interpretazione geometrica

Definizione: Data una F € R™", uno spazio vettoriale W si dice F-invariante se

Vve W — Fv e W.

wesr {1} B (1] vew v el = me g o

e B2l (G PG FG] = W e fwvaoanbe
{
Proprieta: Lo spazio raggiungibile Xz & F-invariante e contiene im(G).

N~
¢ comequimn W Teotommn & %~Mﬂ
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Forma canonica di Kalman (o forma standard di raggiungibilita)

Y non raggiungibile = rank(R) =k <n

Obiettivo: costruire un cambio di base T in modo da “separare”
la parte raggiungibile del sistema da quella non raggiungibile !
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Forma canonica di Kalman (o forma standard di raggiungibilita)

Y non raggiungibile = rank(R) =k <n

Obiettivo: costruire un cambio di base T in modo da “separare”
la parte raggiungibile del sistema da quella non raggiungibile !

T:[Vl e Vi g Vn—k}y XR:Span{V17V27---aVk}

(1) (1)
Vve Xg, w=FveXp = [Fll F12] [V ] = [W ], Vi) — F,; =0

Foi Fx| | O 0
—_— ——
G T-1FT v w
|m(G) - XR — [Gll, G2 =0
2
——
T-16
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Forma canonica di Kalman (o forma standard di raggiungibilita)

XR | & -1 s o101+ _ |F1i1 Fr s 1~ |G
[XNR]_T x, Fk =T FT[O I__22], Gk =T G[()]

XR(t -+ 1) L F11 F12 XR(t) Gl
[XNR(t + 1)] = [ 0 sz [XNR(t) 1o u)
xr(t + 1) = Fiixr(t) + Fioxnr(t) + Gru(t):  sottosistema raggiungibile

xnr(t + 1) = Fooxygr(t):  sottosistema non raggiungibile
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Forma canonica di Kalman (o forma standard di raggiungibilita)

XR | & -1 a o101+ |Fi1 Fr s 1.~ |G
[XNR]_T x, Fk =T FT[O I__22], Gk =T G[()]

Rk =T 1R = [Gl Fi161 -~ FlnllGl]
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Forma canonica di Kalman (o forma standard di raggiungibilita)

XR | & -1 s o101+ _ |F1i1 Fr s 1.~ |G
[XNR]_T x, Fk =T FT[O I__22], Gk =T G[()]

G FuG - FT'G
_ T-17D _ 1 11Y1 11 1
R — T R_[O 6 A ]

rank(R k) = rank ([Gl Fi1Gy --- Fl”l_lGl]) =k

NETINS ([(ﬂ Fo Gry - FMLMCTA)
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2 1

1. F=]0 2
00

11

2. F=]11
00

G. Baggio

= N

{ 0 ] sistema in forma di Kalman con
0 121 |0
Fi = [0 2]' 6L = H
1
1 — sistema non in forma di Kalman
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Forma canonica di Kalman e matrice di trasferimento

—
Fi 2 TLFT = [F51 gj Gk = T71G = [%1] Hic 2 HT = [Hy Hy)
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Forma canonica di Kalman e matrice di trasferimento

Fi1 Fio
0 Fxp

G

Fx 2 TLFT = [ .

], GKéTlc—[ ] HKéHT:[H1 Hz]

W(z) = H(zl — F)'G+ J

- -1
o zl — Fpy —F12 Gy

= H] z/—sz [0]+J

o _(ZI — Fll)_l * Gl

B {Hl Hz] 0 (Z/ — Fzg)_l 0 +J

= Hl(Zl — Fll)_lGl -+ J

W (z) = matrice di trasferimento del sottosistema raggiungibile !!
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In questa lezione

> Controllo a minima energia a t.d.
> Sistemi non raggiungibili: forma di Kalman

> Test PBH di raggiungibilita



Test di Popov, Belevitch e Hautus (PBH)

Y x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)

Teorema: |l sistema X & raggiungibile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilita
n 1t A

PBU()= |2/ —F G|~

ha rango pieno (rank[zl — F G] = n) per ogni z € C.
Se X non e raggiungibile, la matrice PBH di raggiungibilita ha rango non pieno
(rank[zl — F G| < n) per tutti e soli gli z € C che sono autovalori di Fp» (=

matrice di stato del sottosistema non raggiungibile di ¥). L
mlv\/qbl«' ‘\fvuwu »
MW'V“?"I‘)‘.L.
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Test di Popov, Belevitch e Hautus (PBH) e [,:O ‘tﬂ

Y o x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) 'A(F):}(F«) VA(Fzz)
Teorema: |l sistema X & raggiungibile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilita
21— F G

ha rango pieno (rank[zl — F G] = n) per ogni z € C.
Se X non e raggiungibile, la matrice PBH di raggiungibilita ha rango non pieno

(rank[zl — F G| < n) per tutti e soli gli z € C che sono autovalori di Fp» (=
matrice di stato del sottosistema non raggiungibile di ¥).

N.B. Essendo gli autovalori di F», un sottoinsieme degli autovalori di F, il rango della
matrice PBH puo essere valutato solo per gli z che sono autovalori di F ! o
note
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2. F=1]01 2(,G=|0
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Calcolo dell'ingresso di controllo (a minima energia)

Se ¥ & raggiungibile in t passi, come costruire una sequenza di ingresso
uy € R™ per raggiungere un qualsiasi stato x* € R” in t passi?
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Forma canonica di Kalman (o forma standard di raggiungibilita)

¥ non raggiungibile = rank(R) =k < n

Obiettivo: costruire un cambio di base T in modo da “separare”
la parte raggiungibile del sistema da quella non raggiungibile !
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Forma canonica di Kalman e matrice di trasferimento
Fi 2 T7UFT = ["—51 Ej GkET 6= [ﬂ Hic 2 HT = [Hy H) J
If
Z .= (Fe, G, Wy, i)
W \ S N/ K/, J/
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Test di Popov, Belevitch e Hautus (PBH)
T x(t+ 1) = Fx(t) + Gu(t)
Teorema: |l sistema ¥ & raggiungibile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilita
[22-F q]
ha rango pieno (rank[z/ — F G] = n) per ogni z € C.

Se ¥ non & raggiungibile, la matrice PBH di raggiungibilita ha rango
(rank[z/ — F G] <

non pieno
n) per tutti e soli gli z € C che sono autovalori di F» (=

matrice di stato del sottosistema non raggiungibile di X).

Dime LL bt PRH

Dimdtuoms  4olo ill‘fvm?bw,«&(w\a'
" nehide =

3zel t.

C. Mowmk CPBH(?ﬂ < h

Rewck (PBH(Z)) < w i che

Jvi0 c K

Ma

<
(l

VTFZCT -

LN — \f»—/\]/ ~——
(#) 0 VG VEF NG
AN
—~
rE A
TV g

Y]

I




= L, ru'oé/?,\m L R sone Lin JA'P,QM(LWH

= ek (’I{) < =V 2 on Rmo)/q/j\nw;/;l)(h — ASSUI{DOI 0




Lot
. @@
Fo 1 o [0 O |
'l) F= o 0 C G=1]1 ©
l
o 0 O] g

- {—UOW\,C&,OQ-RM — O«M“(/\/alzdh cL F 20w cl/}ﬂ, demanbi s lo &AIQ}WML

2,50 V=3 L. iudip.
AN
g -1006 O]
PeH(A) = [MI-F G|=]0 0010
- o 0 00 1
— ek (PBH()) =3 = 7 M%;MA'L.L
4 o 2] ol
2) F=la 4 1 G=]o
l {
0 0 1 L1
A=, v =S Lin. imdip
AR
(0 0-2 6]
PRH(A) = [MT-F Gl7 | g 0g-2 ©
10 0 d L

— ok (PBH(L))=2 €3 = T wom rowpionegbile
dd 0




