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Nella scorsa lezione

Û Raggiungibilità e controllabilità: definizioni generali

Û Raggiungibilità di sistemi lineari a t.d.

Û Controllo a minima energia a t.d.



In questa lezione

Û Sistemi non raggiungibili: forma di Kalman

Û Test PBH di raggiungibilità

Û Controllabilità di sistemi lineari a t.d.



Spazi raggiungibili: interpretazione geometrica

Definizione: Data una F œ Rn◊n, uno spazio vettoriale W si dice F -invariante se

’v œ W =∆ Fv œ W .

Proprietà: Lo spazio raggiungibile XR è F -invariante e contiene im(G).
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Forma canonica di Kalman (o forma standard di raggiungibilità)
� non raggiungibile =∆ rank(R) = k < n

Obiettivo: costruire un cambio di base T in modo da “separare”
la parte raggiungibile del sistema da quella non raggiungibile !

note
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Forma canonica di Kalman (o forma standard di raggiungibilità)
� non raggiungibile =∆ rank(R) = k < n

Obiettivo: costruire un cambio di base T in modo da “separare”
la parte raggiungibile del sistema da quella non raggiungibile !

note

T =
Ë
v1 · · · vk ṽ1 · · · ṽn≠k

È
, XR = span {v1, v2, . . . , vk}

’v œ XR , w = Fv œ XR =∆
C
F11 F12
F21 F22

D

¸ ˚˙ ˝
T ≠1FT

C
v

(1)

0

D

¸ ˚˙ ˝
v

=
C
w

(1)

0

D

¸ ˚˙ ˝
w

, ’v
(1) =∆ F21 = 0

im(G) ™ XR =∆
C
G1
G2

D

¸ ˚˙ ˝
T ≠1G

, G2 = 0
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Forma canonica di Kalman (o forma standard di raggiungibilità)
C

xR
xNR

D

, T
≠1

x , FK , T
≠1

FT =
C
F11 F12
0 F22

D

, GK , T
≠1

G =
C
G1
0

D

C
xR(t + 1)
xNR(t + 1)

D

=
C
F11 F12
0 F22

D C
xR(t)
xNR(t)

D

+
C
G1
0

D

u(t)

xR(t + 1) = F11xR(t) + F12xNR(t) + G1u(t): sottosistema raggiungibile

xNR(t + 1) = F22xNR(t): sottosistema non raggiungibile
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Forma canonica di Kalman (o forma standard di raggiungibilità)
C

xR
xNR

D

, T
≠1

x , FK , T
≠1

FT =
C
F11 F12
0 F22

D

, GK , T
≠1

G =
C
G1
0

D

RK = T
≠1R =

C
G1 F11G1 · · · F

n≠1
11 G1

0 0 · · · 0

D
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Forma canonica di Kalman (o forma standard di raggiungibilità)
C

xR
xNR

D

, T
≠1

x , FK , T
≠1

FT =
C
F11 F12
0 F22

D

, GK , T
≠1

G =
C
G1
0

D

RK = T
≠1R =

C
G1 F11G1 · · · F

n≠1
11 G1

0 0 · · · 0

D

rank(RK ) = rank
1Ë

G1 F11G1 · · · F
n≠1
11 G1

È2
= k
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Esempi

note

1. F =

S

WU
2 1 1

2
0 2 4
0 0 1

T

XV, G =

S

WU
0
1
0

T

XV

2. F =

S

WU
1 1 1
1 1 1
0 0 1

T

XV, G =

S

WU
1
1
0

T

XV
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Esempi

note

1. F =

S

WU
2 1 1

2
0 2 4
0 0 1

T

XV, G =

S

WU
0
1
0

T

XV

2. F =

S

WU
1 1 1
1 1 1
0 0 1

T

XV, G =

S

WU
1
1
0

T

XV

sistema in forma di Kalman con
=∆

F11 =
C
2 1
0 2

D

, G1 =
C
0
1

D

=∆ sistema non in forma di Kalman
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Forma canonica di Kalman e matrice di trasferimento

note

FK , T
≠1

FT =
C
F11 F12
0 F22

D

, GK , T
≠1

G =
C
G1
0

D

, HK , HT =
Ë
H1 H2

È
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Forma canonica di Kalman e matrice di trasferimento

note

FK , T
≠1

FT =
C
F11 F12
0 F22

D

, GK , T
≠1

G =
C
G1
0

D

, HK , HT =
Ë
H1 H2

È

W (z) = H(zI ≠ F )≠1
G + J

=
Ë
H1 H2

È C
zI ≠ F11 ≠F12

0 zI ≠ F22

D≠1 C
G1
0

D

+ J

=
Ë
H1 H2

È C
(zI ≠ F11)≠1 ı

0 (zI ≠ F22)≠1

D C
G1
0

D

+ J

= H1(zI ≠ F11)≠1
G1 + J

W (z) = matrice di trasferimento del sottosistema raggiungibile !!
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In questa lezione

Û Sistemi non raggiungibili: forma di Kalman

Û Test PBH di raggiungibilità

Û Controllabilità di sistemi lineari a t.d.



Test di Popov, Belevitch e Hautus (PBH)

note

� : x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)

Teorema: Il sistema � è raggiungibile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilità
Ë
zI ≠ F G

È

ha rango pieno (rank[zI ≠ F G ] = n) per ogni z œ C.
Se � non è raggiungibile, la matrice PBH di raggiungibilità ha rango non pieno
(rank[zI ≠ F G ] < n) per tutti e soli gli z œ C che sono autovalori di F22 (=
matrice di stato del sottosistema non raggiungibile di �).
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Test di Popov, Belevitch e Hautus (PBH)

note

� : x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)

Teorema: Il sistema � è raggiungibile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilità
Ë
zI ≠ F G

È

ha rango pieno (rank[zI ≠ F G ] = n) per ogni z œ C.
Se � non è raggiungibile, la matrice PBH di raggiungibilità ha rango non pieno
(rank[zI ≠ F G ] < n) per tutti e soli gli z œ C che sono autovalori di F22 (=
matrice di stato del sottosistema non raggiungibile di �).

N.B. Essendo gli autovalori di F22 un sottoinsieme degli autovalori di F , il rango della
matrice PBH può essere valutato solo per gli z che sono autovalori di F !
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Esempi

note

1. F =

S

WU
0 1 0
0 0 0
0 0 0

T

XV, G =

S

WU
0 0
1 0
0 1

T

XV

2. F =

S

WU
1 0 2
0 1 2
0 0 1

T

XV, G =

S

WU
0
0
1

T

XV
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Esempi

note

1. F =

S

WU
0 1 0
0 0 0
0 0 0

T

XV, G =

S

WU
0 0
1 0
0 1

T

XV

2. F =

S

WU
1 0 2
0 1 2
0 0 1

T

XV, G =

S

WU
0
0
1

T

XV

=∆ raggiungibile

=∆ non raggiungibile
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In questa lezione

Û Sistemi non raggiungibili: forma di Kalman

Û Test PBH di raggiungibilità

Û Controllabilità di sistemi lineari a t.d.



Controllabilità di sistemi LTI a tempo discreto

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = x0

�u(t) œ Rm
x(t) œ Rn

x
ú = x(t) = F

t
x0 +

t≠1ÿ

k=0
F

t≠k≠1
Gu(k) = F

t
x0 + Rtut
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Controllabilità di sistemi LTI a tempo discreto

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = x0

�u(t) œ Rm
x(t) œ Rn

0 = x(t) = F
t
x0 +

t≠1ÿ

k=0
F

t≠k≠1
Gu(k) = F

t
x0 + Rtut

Insieme di stati x0 controllabili al tempo t (= in t passi) allo stato x(t) = 0?

Quando possiamo controllare a zero tutti i possibili stati x0 œ Rn?
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Spazio controllabile

XC(t) = spazio controllabile in t passi = {x œ Rn : F
t
x œ im(Rt)}
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Spazio controllabile

XC(t) = spazio controllabile in t passi = {x œ Rn : F
t
x œ im(Rt)}

Teorema: Gli spazi di controllabilità soddisfano:

XC(1) ™ XC(2) ™ XC(3) ™ · · ·

Inoltre, esiste un primo intero i Æ n tale che

XC(i) = XC(j), ’j Ø i .

i = indice di controllabilità

XC , XC(i) = (massimo) spazio controllabile
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Criterio di controllabilità

Definizione: Un sistema � a t.d. si dice (completamente) controllabile se XC = Rn.
Un sistema � a t.d. si dice (completamente) controllabile in t passi se XC(t) = Rn,
con t indice di controllabilità.
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Criterio di controllabilità

Definizione: Un sistema � a t.d. si dice (completamente) controllabile se XC = Rn.
Un sistema � a t.d. si dice (completamente) controllabile in t passi se XC(t) = Rn,
con t indice di controllabilità.

� controllabile ≈∆ im(F n) ™ im(R) = XR
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Criterio di controllabilità

Definizione: Un sistema � a t.d. si dice (completamente) controllabile se XC = Rn.
Un sistema � a t.d. si dice (completamente) controllabile in t passi se XC(t) = Rn,
con t indice di controllabilità.

� controllabile ≈∆ im(F n) ™ im(R) = XR

� raggiungibile (XR = Rn) ∆ � controllabile

� controllabile ”∆ � raggiungibile !!!
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Esempi

note

1. x(t + 1) =
C
–1 0
1 –2

D

x(t) +
C
0
1

D

u(t), –1, –2 œ R

2. x(t + 1) =
C
–1 0
1 –2

D

x(t) +
C
1
0

D

u(t), –1, –2 œ R

3. x(t + 1) =

S

WU
0 1 0
0 0 0
0 0 1

T

XV x(t) +

S

WU
0
0
1

T

XV u(t)
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Esempi

note

1. x(t + 1) =
C
–1 0
1 –2

D

x(t) +
C
0
1

D

u(t), –1, –2 œ R

2. x(t + 1) =
C
–1 0
1 –2

D

x(t) +
C
1
0

D

u(t), –1, –2 œ R

3. x(t + 1) =

S

WU
0 1 0
0 0 0
0 0 1

T

XV x(t) +

S

WU
0
0
1

T

XV u(t)

=∆ non raggiungibile ’–1, –2
ma controllabile se –1 = 0

=∆ raggiungibile e quindi
controllabile

=∆ non raggiungibile
ma controllabile (in 2 passi)
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Controllabilità e forma canonica di Kalman

note

C
xR
xNR

D

, T
≠1

x , FK , T
≠1

FT =
C
F11 F12
0 F22

D

, GK , T
≠1

G =
C
G1
0

D

C
xR(t + 1)
xNR(t + 1)

D

=
C
F11 F12
0 F22

D C
xR(t)
xNR(t)

D

+
C
G1
0

D

u(t)

xNR(t) = F
t
22xNR(0)

1. � controllabile ≈∆ ÷ t̄ : F
t
22 = 0, t Ø t̄ … F22 nilpotente (autovalori di F22 = 0)

2. XR ™ XC e XR = XC se F22 invertibile

3. � reversibile (= F invertibile) =∆ F22 invertibile =∆ XR = XC
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Test PBH di controllabilità

� : x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)

Teorema: Il sistema � è controllabile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilità
Ë
zI ≠ F G

È

ha rango pieno (rank[zI ≠ F G ] = n) per ogni z œ C con z ”= 0.
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Test PBH di controllabilità

� : x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)

Teorema: Il sistema � è controllabile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilità
Ë
zI ≠ F G

È

ha rango pieno (rank[zI ≠ F G ] = n) per ogni z œ C con z ”= 0.

N.B. La matrice PBH può essere valutata solo per gli z ”= 0 che sono autovalori di F !
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Forma canonica di Kalman (o forma standard di raggiungibilità)
� non raggiungibile =∆ rank(R) = k < n

Obiettivo: costruire un cambio di base T in modo da “separare”
la parte raggiungibile del sistema da quella non raggiungibile !

note
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Esempi

note

1. F =

S

WU
2 1 1

2
0 2 4
0 0 1

T

XV, G =

S

WU
0
1
0

T

XV

2. F =

S

WU
1 1 1
1 1 1
0 0 1

T

XV, G =

S

WU
1
1
0

T

XV
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#



Forma canonica di Kalman e matrice di trasferimento

note

FK , T
≠1

FT =
C
F11 F12
0 F22

D

, GK , T
≠1

G =
C
G1
0

D

, HK , HT =
Ë
H1 H2

È
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Test di Popov, Belevitch e Hautus (PBH)

note

� : x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t)

Teorema: Il sistema � è raggiungibile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilità
Ë
zI ≠ F G

È

ha rango pieno (rank[zI ≠ F G ] = n) per ogni z œ C.
Se � non è raggiungibile, la matrice PBH di raggiungibilità ha rango non pieno
(rank[zI ≠ F G ] < n) per tutti e soli gli z œ C che sono autovalori di F22 (=
matrice di stato del sottosistema non raggiungibile di �).
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Esempi

note

1. F =

S

WU
0 1 0
0 0 0
0 0 0

T

XV, G =

S

WU
0 0
1 0
0 1

T

XV

2. F =

S

WU
1 0 2
0 1 2
0 0 1

T

XV, G =

S

WU
0
0
1

T

XV
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Esempi

note

1. x(t + 1) =
C
–1 0
1 –2

D

x(t) +
C
0
1

D

u(t), –1, –2 œ R

2. x(t + 1) =
C
–1 0
1 –2

D

x(t) +
C
1
0

D

u(t), –1, –2 œ R

3. x(t + 1) =

S

WU
0 1 0
0 0 0
0 0 1

T

XV x(t) +

S

WU
0
0
1

T

XV u(t)
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Controllabilità e forma canonica di Kalman

note

C
xR
xNR

D

, T
≠1

x , FK , T
≠1

FT =
C
F11 F12
0 F22

D

, GK , T
≠1

G =
C
G1
0

D

C
xR(t + 1)
xNR(t + 1)

D

=
C
F11 F12
0 F22

D C
xR(t)
xNR(t)

D

+
C
G1
0

D

u(t)

xNR(t) = F
t
22xNR(0)

1. � controllabile ≈∆ ÷ t̄ : F
t
22 = 0, t Ø t̄ … F22 nilpotente (autovalori di F22 = 0)

2. XR ™ XC e XR = XC se F22 invertibile

3. � reversibile (= F invertibile) =∆ F22 invertibile =∆ XR = XC
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