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In questa lezione

> Sistemi non raggiungibili: forma di Kalman
> Test PBH di raggiungibilita

> Controllabilita di sistemi lineari a t.d.



Spazi raggiungibili: interpretazione geometrica

Definizione: Data una F € R"*", uno spazio vettoriale W si dice F-invariante se

Ywe W — Fv e W.

W = {x= [’;(‘z] eR:: x,‘-_xzk 2'<'}_x7‘..--ﬁ’ W

F= “ 1] veW: v [.ﬂ vk Fus Bj]e W <27 X

Proprieta: Lo spazio raggiungibile Xg & F-invariante e contiene im(G).

VVGXK — FVGXK
wGoe Xe  (Xezim [GFG PG
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Forma canonica di Kalman (o forma standard di raggiungibilita)

Y non raggiungibile = rank(R) =k < n

Obiettivo: costruire un cambio di base T in modo da “separare”
la parte raggiungibile del sistema da quella non raggiungibile !
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Forma canonica di Kalman (o forma standard di raggiungibilita)

Y non raggiungibile = rank(R) =k < n

Obiettivo: costruire un cambio di base T in modo da “separare”
la parte raggiungibile del sistema da quella non raggiungibile !

T:[vl R VAV R Vn_k], Xr =span{vy, vo, ..., v}

(1) (1)
Vve Xg, w=Fv e Xg — [Fll F12] [V ] = [W ], Vi) — F,; =0

Foi Fx| | O 0
—_— ——
G T-1FT v w
|m(G) QXR — [Gll, G2 =0
2
——
T-16
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Forma canonica di Kalman (o forma standard di raggiungibilita)

Fi1 Fr2

XNR

[XR]éT—lx, FKéT—lFT[ ] GKéT—lc[

[XR(t+ 1)] _ [FH F12] [XR(t)] . [G1] o %2—1_&

XNR(T.' -+ 1) 0 Fy XNR(T.') 0

xr(t + 1) = Fiixr(t) + Fraxnr(t) + Gru(t):  sottosistema raggiungibile

xnr(t + 1) = Fooxngr(t):  sottosistema non raggiungibile
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Forma canonica di Kalman (o forma standard di raggiungibilita)

XR | & -1 s o101+ |Fi1 Fr a1~ |G
[XNR]_T x, Fk =T FT[O I__22], Gk =T G[O]

G FuG - FI'G
_ T-17 _ 1 1191 11 1
Ri—T R_[O 16 A ]

K
[Fﬁ Fﬂ]
R,K= [CTK Rl - FJ%CTK] 0 Fu

= F1»1l< *
= C’ﬂ F11 Gr1 F1:' CT') o Fq:-1 CT«] ,: 0 F‘L'Lk]
g O 0 - ¢
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Forma canonica di Kalman (o forma standard di raggiungibilita)

XR | & -1 s o101+ |Fi1 Fr a1~ |G
[XNR]_T x, Fk =T FT[O I__22], Gk =T G[O]

G FuG - FilGYK
— T-1p _ 1 1141 11 V1
Rie=T R‘[o 0o - 0 ] -k

rank(R ) = rank ([Gl Fi1G; --- Fﬁ_lGlD =k

lm%k([ci"'l F-‘l'\ch T F1,‘,(-1C71])
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Forma canonica di Kalman e matrice di trasferimento

k wm-Kk
Fx 2 T-LFT = [F; gj Gk = TG = [%1] Hi £ HT = [ Ho]
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Forma canonica di Kalman e matrice di trasferimento

Fi1 Fi
0 Fx

G

Fx 2 TLFT = [ ;

], GKéTlG—[ ] HKéHT:[Hl Hz]

W(z) = H(zl — F)'G+ J

- -1
o zl — Fpy —F12 Gy

=[m H] z/—F22] [0]+J

. [H H} _(Zl — Fll)_l * G1 iy
N 1 2 0 (Zl — F22)_1 0

Hl(ZI — Fll)_lGl + J

W(z) = matrice di trasferimento del sottosistema raggiungibile !!
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In questa lezione

> Sistemi non raggiungibili: forma di Kalman
> Test PBH di raggiungibilita

> Controllabilita di sistemi lineari a t.d.



Test di Popov, Belevitch e Hautus (PBH)

Y x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)
Teorema: |l sistema X & raggiungibile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilita
PBH’(%): {Z/ —F G}

ha rango pieno (rank[zl — F G] = n) per ogni z € C.
Se ¥ non e raggiungibile, la matrice PBH di raggiungibilita ha rango non pieno

(rank[zl — F G] < n) per tutti e soli gli z € C che sono autovalori di Fp» (=
matrice di stato del sottosistema non raggiungibile di X). j/

autovaler, "mom Jbuﬂ_-"
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Test di Popov, Belevitch e Hautus (PBH)

Y x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)
Teorema: |l sistema X & raggiungibile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilita
zZl-F G

ha rango pieno (rank[zl — F G] = n) per ogni z € C.
Se ¥ non e raggiungibile, la matrice PBH di raggiungibilita ha rango non pieno

(rank[zl — F G] < n) per tutti e soli gli z € C che sono autovalori di Fp» (=
matrice di stato del sottosistema non raggiungibile di X).

N.B. Essendo gli autovalori di F», un sottoinsieme degli autovalori di F, il rango della

matrice PBH puo essere valutato solo per gli z che sono autovalori di F ! o
note

G. Baggio Lez. 14: Raggiungibilitd e controllabilita a t.d. (pt. 2) 25 Marzo 2021



01
IF{OO
0 0
10
2. F=1|0 1
0 0

G. Baggio

0 0
10
01
0
0
1

Lez. 14: Raggiungibilitd e controllabilita a t.d. (pt. 2)

25 Marzo 2021



01
1. F=10 0
0 0
10
2. F=10 1
0 0
G. Baggio

G=

00

10 —> raggiungibile
01

0

0 —> non raggiungibile
1

Lez. 14: Raggiungibilitd e controllabilita a t.d. (pt. 2)

25 Marzo 2021



In questa lezione

> Sistemi non raggiungibili: forma di Kalman
> Test PBH di raggiungibilita

> Controllabilita di sistemi lineari a t.d.



Controllabilita di sistemi LTl a tempo discreto

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = xo

u(t) e R™ — > — x(t) e R”

t—1
x*=x(t)=F'xo+ Y F7*'Gu(k) = F'xo + Reuy

k=0
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Controllabilita‘i/Ei sistemi LTI a tempo discreto
Q tod
x(t+1) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = xo

u(t) e R™ — > — x(t) e R”

t—1
0=x(t)=F'xo+ > F" 'Gu(k) = F'x + Reuy

k=0

Insieme di stati xo controllabili al tempo t (= in t passi) allo stato x(t) = 07

Quando possiamo controllare a zero tutti i possibili stati x, € R"?
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Spazio controllabile

Xc(t) = spazio controllabile in t passi = {x € R" : F'x € im(R;)}
Xe Xc(t)] = dn t.c. O =x(t) = F¥x + Re Uy
= Ju t.c. -Ehyx= Rewy
= F'x € im (Re)
— X (t): {xeﬂZ“: F'x € (m (Rc)ﬁ
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Spazio controllabile
Xc(t) = spazio controllabile in t passi = {x € R" : F'x € im(R;)}

Teorema: Gli spazi di controllabilita soddisfano:

Xc(1) € Xc(2) € Xc@B) - [Xelt) e xc(w),tzo]

|"‘7 JA'W\ z
Inoltre, esiste un primo intero i < n tale che

Xc(i) = Xe(j), Vj=>i.

i = indice di controllabilita

Xc = Xc(i) = (massimo) spazio controllabile
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Criterio di controllabilita

Definizione: Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) controllabile se X = R".
Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) controllabile in t passi se Xc(t) = R”,
con t indice di controllabilita.
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Criterio di controllabilita

Definizione: Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) controllabile se X = R".
Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) controllabile in t passi se Xc(t) = R”,
con t indice di controllabilita.

¥ controllabile <= im(F") Cim(R) = Xg
X ()= {XF’[K“: Fix e im R"} R
es X(3) < [xeR™: Fx eimR]

m F" C im K=Xp, = VXE[RM, Fx E:('W\FM = F'xe Xq
z cw}%“a‘o;l‘&

m FY € imReXe =y 3Tt F'X ¢ mR=X
=7 L wm ¢t cml"(.eu_qlpil{
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Criterio di controllabilita

Definizione: Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) controllabile se X = R".
Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) controllabile in t passi se Xc(t) = R”,
con t indice di controllabilita.

¥ controllabile <= im(F") Cim(R) = Xg
m(FY) s R”

Y raggiungibile (Xg = R") = ¥ controllabile

Y controllabile # ¥ raggiungibile !!!

F=0 = iwmF’s {0> c Xg
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Esempi

1 x(t+1) = [Of 0‘32] x(t) + m u(t), a1, 0 € R

0

2. x(t+1)= [Oil "

] x(t) + H u(t), ag,ap € R

0
0
1

x(t) +

u(t)

o O O

10
3. x(t+1) = 00
01

G. Baggio Lez. 14: Raggiungibilitd e controllabilita a t.d. (pt. 2)

25 Marzo 2021



non raggiungibile Vay, as
ma controllabile se vy = 0

raggiungibile e quindi
controllabile

010 0 sk
B non raggiungibile
3. x(t+1) = 8 8 (1) x(t) + (1) u(t) ~ ma controllabile (in 2 passi)

note
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Controllabilita e forma canonica di Kalman
XNR 0 Fup 0
] [ 2] [0+ 8] o

xnr(t) = Fyoxnr(0)

[XR] £ T, Fk 2T IFT = [F” Fl?], Gk 2 T71G = [Gll

1. ¥ controllabile <= 3t : F,, =0, t > t & Fy nilpotente (autovalori di Fo; = 0)
2. Xr C Xc e Xp = Xc se Fy invertibile

3. X reversibile (= F invertibile) = F,, invertibile — Xg = X¢
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Test PBH di controllabilita
Y o x(t+1) = Fx(t) 4+ Gu(t)
Teorema: |l sistema X & controllabile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilita
PBH(z): |2/ — F G
ha rango pieno (rank[zl — F G] = n) per ogni z € C con z # 0.

nole
S¢ PRH(2) cde & wf“’m =0 = L'vvico alovalong, mom o - ¢ 0

— L ewics aubsvalow & F.s e 0
= 3 bt labile
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Test PBH di controllabilita
Y o x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)
Teorema: |l sistema X & controllabile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilita
zZl-F G

ha rango pieno (rank[zl — F G] = n) per ogni z € C con z # 0.

N.B. La matrice PBH pud essere valutata solo per gli z # 0 che sono autovalori di F !
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Forma canonica di Kalman (o forma standard di raggiungibilita) -
N

¥ non raggiungibile = rank(R) =k < n

Obiettivo: costruire un cambio dai base T in modo da “separare” ‘ X ({-(' 1) = F X (‘{_’) + (J:" 1"' ({-) Z

la parte raggiungibile del sistema da quella non raggiungibile !
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Forma canonica di Kalman e matrice di trasferimento

Fu Fi

0 Fx 0

Fx & T-UFT = { } G2 T16= {Gl], Hi 2 HT = [Hy Hy

-1
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Test di Popov, Belevitch e Hautus (PBH)

¥ x(t 4 1) = Fx(t) + Gu(t)

Teorema: |l sistema ¥ ¢ raggiungibile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilita b . - | N R .
¢
. [21-F G] |

ha rango p no (rank[zl — F G] = ) zeC.
1 Se X n raggiungibile, la matri PBHd raggiu gblt ha

no
(rank[l FG]<)p tutti e soli gli z € C che autouslor dF(— v . . T Ir
| matrice di stato del sottosistema non raggiungibile di ¥). . e — % =

L VT F
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Controllabilita e forma canonica di Kalman

2o | e[
XNR

0
[XR(t+ 1)] ] o(t)

xnr(t + 1)

Fii Frp
0 Fx

[ F ] <[5

xne(t) = Fixr(0)

Rl f TR = [

1. ¥ controllabile <= 3% : F, =0, t > T < Fy nilpotente (autovalori di F>, = 0)
2. Xr C Xc e Xgp = Xc se Fy invertibile

3. X reversibile (= F invertibile) = Fy invertibile = Xg = X¢

x(t+1) = Fx({) + Gu(t)
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