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In questa lezione
> Raggiungibilita e controllabilita: definizioni generali
> Raggiungibilita di sistemi lineari a t.d.
> Calcolo dell'ingresso di controllo
> Sistemi non raggiungibili: forma di Kalman

> Test PBH di raggiungibilita

> Controllabilita di sistemi lineari a t.d.

Raggiungibilita e controllabilita

sistema con stato x(t) e ingresso u(t)

u(t) —— X —— y(t) = x(1)

Raggiungibilita = possibilita di raggiungere un qualsiasi stato
desiderato X a partire da uno stato x; fissato agendo su u(t)

Controllabilita = possibilita di raggiungere uno stato desiderato
xp fissato a partire da un qualsiasi stato X agendo su u(t)
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Stati e spazi raggiungibili

sistema con stato x(t) e ingresso u(t)

u(t) —— ¥ —— y(t) = x(t)

Definizione: Uno stato X si dice raggiungibile dallo stato xq al tempo t se esiste un
ingresso u(t), to < t < t, tale che x(tp) = xo, x(t) = x.

Definizione: L'insieme Xg(t) di tutti gli stati raggiungibili dallo stato xy al tempo t
¢ detto spazio raggiungibile al tempo t.

(tipicamente: xg = 0, tg = 0)
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Esempio introduttivo

x(t) = va(t), x(t) = vo(t)

u(t) R P |
G G = xi(t) = x(t), Vu(t),Vt >0
17

= XR(T.') = {Xl = XQ}, Vt>0

Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 13 & 14 November 11-12, 2019 6 /34




Stati e spazi controllabili

sistema con stato x(t) e ingresso u(t)

u(t) —— ¥ —— y(t) = x(t)

Definizione: Uno stato X si dice controllabile allo stato xo al tempo t se esiste un
ingresso u(t), to < t < t, tale che x(ty) = X e x(t) = xo.

Definizione: L'insieme Xc(t) di tutti gli stati controllabili allo stato x al tempo ¢ &
detto spazio controllabile al tempo .

(tipicamente: xg = 0, tg = 0)
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Raggiungibilita e controllabilita: interpretazione grafica

X2 X2

X1 X1
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Raggiungibilita di sistemi a tempo discreto: setup

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t), x(0) = xo

u(t) € R™ — > —— x(t) e R"

t—1
x(t) = Fixo+ Y F"*'Gu(k) = F'xo + Reu

k=0
u(t—1)
Ri=[6 FG ... Fig] w079
matrice di raggiungibilita in t passi u(-O)
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Raggiungibilita di sistemi a tempo discreto: setup

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t), x(0) =0

u(t) € R™ — Y —— x(t) € R"

t—1
x(t) =Y F**1Gu(k) = Reu
k=0
u(t—1)
u(t—2
Re=[G FG - Fig] U = ( , )
matrice di raggiungibilita in t passi u(0)
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Raggiungibilita di sistemi a tempo discreto: setup

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t), x(0) =0

u(t) € R™ — > —— x(t) e R"

t—1
X(t) = Z Ft7k71 Gu(k) = Rtut
k=0

Insieme di stati X raggiungibili al tempo t (= in t passi) a partire da x(0) = 07

| Quando possiamo raggiungere tutti i possibili stati x € R"?
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Spazio raggiungibile
Xg(t) = spazio raggiungibile in t passi = Im(R;)
Teorema: Gli spazi raggiungibili soddisfano:
Xr(1) € Xr(2) € Xr(3) S -+

Inoltre, esiste un primo intero i < n tale che

Xr(i) = Xr(j), Vj=>i.

i = indice di raggiungibilita

Xr £ Xg(i) = (massimo) spazio raggiungibile
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Criterio di raggiungibilita

Definizione: Un sistema X a t.d. si dice (completamente) raggiungibile se Xg = R".
Un sistema X a t.d. si dice (completamente) raggiungibile in t passi se Xg(t) = R”,
con t indice di raggiungibilita.

R £ R, = matrice di raggiungibilita del sistema

Y raggiungibile <= Im(R) =R" <= rank(R) =n

m = 1: ¥ raggiungibile < det(R) #0

m > 1: ¥ raggiungibile <= det(RR") #0
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Esempi
£ 0] 0] —
1. x(t+1) = 1 f x(t) + 1 u(t), i, € R = non raggiungibile
2
i 0] 1] o :
2. x(t+1)= 1 f x(t) + 0 u(t), i,h € R = raggiungibile (in 2 passi)
2
010 00
3. x(t+1)= 1[0 0 O x(t)+ |1 O] u(t) — raggiungibile (in 2 passi)
0 00 01
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Raggiungibilita ed equivalenza algebrica

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) =%  z(t+1) = Fz(t) + Gu(t)

F=TFT,G=T"1G
R=[G FG ... FmG|=T'R

rank(R) = rank(R) = cambio di base non modifica la raggiungibilita !!

Inoltre, se ¥ raggiungibile: RR' =T *RR’T = T =RRT(RR")!
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Calcolo dell’ingresso di controllo

Se X & raggiungibile in t passi, come costruire un ingresso
u; per raggiungere un qualsiasi stato X € R”" in t passi?

Caso xp = 0: 1 x=x(t) = Reue
2. u =R, e € R™ = ne = (RR])'x
3. ug = RI(RtR:—)_l)_(

Caso xo #0:  u, =R} (R:R])Hx — Fixo)
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Calcolo dell'ingresso di controllo: osservazioni
1. Ingresso u; generalmente non unico! Insieme dei possibili ingressi:
Z/{t - {U; - Ut + E’, a 6 ker(Rt)} .
2. Ingresso u; = ingresso a minima energia:
= arg min ||u}]]?
u, = arg min ||

3. Gramiano di raggiungibilita del sistema in t passi:

t—1
Wy =R:R{ =Y F'GGT(FT) L

k=0

Autovalori di W; quantificano I'energia richiesta per controllare il sistema.
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Esempi
010 00
1. x(t+1)=10 0 O x(t)+ |1 0] u(z)
0 0O 01
1
ingressi u'(t) per raggiungere X = |1| da xo = 0 in 2 passi?
0
1 1 1 1
! _ / _ _ _ ; ;
u'(0) = L ,aeR, U(1) = [O] u(0) = {O} u(l) = {0} min. energia
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Proprieta importante

Definizione: Data una matrice F € R"*", uno spazio vettoriale W si dice F-
invariante se

YweW — FveW.

Proprieta: Lo spazio raggiungibile Xz & F-invariante e contiene Im(G).
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Forma canonica di Kalman

Y non raggiungibile = rank(R) =k <n

Obiettivo: costruire un cambio di base T in modo da “separare”
la parte raggiungibile del sistema da quella non raggiungibile!

T:[vl VR V. V,,,k], Xr =span{vi, va,..., v}

1) 1)
\VIVEXR, W:FVGXR — |:F11 F12:| |:V :l = |:W :|, Vv(l) — F21:O

Foo Fnl| | 0 0
N—_———
G T-1FT v w
Im(G) C Xg = [Gl}, G, =0
2
N——
T-1G
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Forma canonica di Kalman

XR | & -1 s o1+ | Fo2 s r1,-_ |G
[XNR}T x, Fk2T FT{O sz, Gk2T G{O]

{xxé?,f(trill))} = {FS Ej [XXNRR((?)} + m u(t)

xr(t 4+ 1) = Fiixg(t) + Fraxnr(t) + Gru(t):  sottosistema raggiungibile

xnr(t + 1) = Faaxnr(t):  sottosistema non raggiungibile
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Forma canonica di Kalman

XR| & -1 s o |fu Fo a1 |G
[XNR}_T X, FR2T FT{O FJ, G2 T G{O]

Rk =T 'R = {%1 F1661 /'_1"1_01 Gl}
_ n—1 _
rank(Ri) = rank ([G1 FuGi -+ FI'Gi]) =k
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21 % 0 sistema in forma di Kalman con
lF—[024:|,G— 1] _—
0 0[1 0 _2 L0
el ol

} — sistema non in forma di Kalman
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Forma canonica di Kalman e matrice di trasferimento

Fo2 T-FT = [FO H G2 TG — m Hic £ HT = [Hy Hy)

W(z) = H(zl — F) G+ J

-1
_ zl — F]_1 —F12 Gl
_[Hl H2]|: 0 Z/F22:| |:O:|+J

— [ty Hy [(Z/_OFH)I (z/—:—22)1} {ﬂ Y

= Hl(Z/ — Fll)_lGl + J

W(z) = matrice di trasferimento del sottosistema raggiungibile !!
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Test di Popov, Belevitch e Hautus (PBH)
Y x(t+1) = Fx(t) + Gu(t)

Teorema: Il sistema X ¢ raggiungibile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilita
21— F G
ha rango pieno per ogni z € C. Se il sistema non & raggiungibile, la matrice PBH di

raggiungibilita ha rango non pieno per tutti e soli i valori di z che sono autovalori del
sottosistema non raggiungibile di ¥.

N.B. La matrice PBH pud essere valutata solo per gli z che sono autovalori di F!
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Test di Jordan
Y z(t+1) = Fz(t) + Gyu(t), z(0) = z

Corollario: |l sistema X (in forma di Jordan) e raggiungibile se e solo se per ciascun
autovalore \; di Fj, le righe di G, in posizione corrispondente alle ultime righe dei
miniblocchi di Jordan relativi a A; sono linearmente indipendenti.
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010 00
1. F=|0 0 0|,G=|1 0 = raggiungibile
0 0 0] 01
[1 1 0] 0]
2. F=|0 1 0f,G= |0 = non raggiungibile
0 0 1] 1]
[1 0 2] [0]
3. F=1{0 1 2|,G=|0 = non raggiungibile
0 0 1] 1]
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Controllabilita di sistemi a tempo discreto: setup
x(t+1) = Fx(t)+ Gu(t), x(0) = x
u(t) € R™ — Y —— x(t) € R"
t—1
xo=x(t) = Fixo+ Y F" " 'Gu(k) = F'xo + Rty
k=0
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Controllabilita di sistemi a tempo discreto: setup

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t), x(0) =X

u(t) € R™ — > —— x(t) e R"

t—1
0= X(t) = Ft)_( + Z FtikilGU(k) = Ft)_(+RtUt
k=0

Insieme di stati x controllabili al tempo t (= in t passi) allo stato x(t) = 07?

| Quando possiamo controllare a zero tutti i possibili stati x € R?
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Spazio controllabile
Xc(t) = spazio controllabile in t passi = {x € R” : F'x € Im(R,)}
Teorema: Gli spazi di controllabilita soddisfano:
Xe(1) € Xe(2) € Xc(3) € -+

Inoltre, esiste un primo intero i < n tale che

Xc(i) = Xc(j), Vj>i.

i = indice di controllabilita

Xc £ Xc(i) = (massimo) spazio controllabile

Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 13 & 14 November 11-12, 2019

30/ 34




Criterio di controllabilita

Definizione: Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) controllabile se Xc = R".
Un sistema X a t.d. si dice (completamente) controllabile in ¢ passi se Xc(t) = R”,
con t indice di controllabilita.

| T controllabile <= Im(F") C Im(R.) = Xz |

Y raggiungibile (Xg = R") = X controllabile

Y controllabile # ¥ raggiungibile !!!
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Esempi

[, 0] [0] non raggiungibile V1,
. = _ —

L x(t+1) _1 fz_ x(t) + _1_ u(t) fi.h €R ma controllabile se f{ =0
', 0] 1] raggiungibile e quindi

2. x(t+1) = t t), i,heR =

x(t+1) |1 £ x(8) + 0] u(t). fi.f controllabile

010 0 non raggiungibile

3. x(t+1) = 8 8 2 x(t) + (1) u(t) ~ ma controllabile (in 2 passi)
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Controllabilita e forma canonica di Kalman
R 0 Fx 0
D)= [ 2] [aed] + [ ] o

|XNR(1‘) = F3xnr(0) |

[XR} LT, Fk £ TFT = {F“ F”}, Gk T'G= {Gl]

1. ¥ controllabile <= 3t : Fi, =0 <= autovalori di F,, tutti nulli
2. Xgr C Xc e Xgr = Xc se F», invertibile

3. X reversibile (F invertibile) = F,; invertibile — Xg = X¢
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Test PBH di controllabilita
Y ox(t+1) = Fx(t) + Gu(t)
Teorema: |l sistema ¥ & controllabile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilita
21 -F G

ha rango pieno per ogni z € C con z # 0.

N.B. La matrice PBH pu0 essere valutata solo per gli z # 0 che sono autovalori di F!
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