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In questa lezione

> Raggiungibilita e controllabilita: definizioni generali

> Raggiungibilita di sistemi lineari a t.d.

> Controllo a minima energia a t.d.

Raggiungibilita e controllabilita

sistema con stato x(t) e ingresso u(t)

u(t) E——

Y

— y(t) = x(¢)

Raggiungibilita = possibilita di raggiungere un qualsiasi stato
desiderato x* a partire da uno stato x, fissato agendo su u(t)

Controllabilita = possibilita di raggiungere uno stato desiderato
x* fissato a partire da un qualsiasi stato x; agendo su u(t)
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Stati e spazi raggiungibili

sistema con stato x(t) e ingresso u(t)

u(t) —— ¥ —y(t)=x(t)

Definizione: Uno stato x* si dice raggiungibile dallo stato xg al tempo t* se esiste un
ingresso u(t), to < t < t*, tale che x(ty) = xo, x(t*) = x*.

Definizione: L'insieme Xg(t) di tutti gli stati x* raggiungibili dallo stato xp al tempo
t e detto spazio raggiungibile al tempo t.

(tipicamente: xo = 0, tp = 0)
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Esempio introduttivo

x(t) = va(t), %(t) = vo(t)

G o x1(t) = xo(t), Vu(t),Vt >0
1T

= XR(t) = {Xl = XQ}, Ve>0
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Stati e spazi controllabili

sistema con stato x(t) e ingresso u(t)

u(t) —— ¥ —y(t)=x(t)

Definizione: Uno stato xp si dice controllabile allo stato x* al tempo t* se esiste un
ingresso u(t), to < t < t*, tale che x(ty) = xo e x(t*) = x*.

Definizione: L'insieme Xc(t) di tutti gli stati xo controllabili allo stato x* al tempo
t & detto spazio controllabile al tempo t.

(tipicamente: x* =0, t; = 0)
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Raggiungibilita e controllabilita: interpretazione grafica

X2 X2

X1 X1
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Raggiungibilita e controllabilita: interpretazione grafica

X2 X2
X1 X1
t
to t*
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Raggiungibilita di sistemi LTI a tempo discreto
x(t+1) = Fx(t) + Gu(t), x(0) =0
u(t) eR"m —— ¥ +——x(t)eR"
t—1
x*=x(t) =Y F"*1Gu(k) = Reu,
k=0
u(t—1)
u(t —2
Re=[G FG - FiG] U = ( _ )
matrice di raggiungibilita in t passi u(0)
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Raggiungibilita di sistemi LTI a tempo discreto

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t), x(0) =0

u(t) € R — Y — x(t) € R"

t-1
x*=x(t) =Y F"* 1 Gu(k) = Reu,

k=0

| Insieme di stati x* raggiungibili al tempo t (= in t passi) a partire da x(0) = 0? |

| Quando possiamo raggiungere tutti i possibili stati x* € R"?
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Spazio raggiungibile
Xg(t) = spazio raggiungibile in t passi = im(R;)

Teorema: Gli spazi raggiungibili soddisfano:
Xr(1) € Xr(2) € Xr(3) S -
Inoltre, esiste un primo intero i < n tale che
Xe(i) = Xg(j), Vj>i.
i = indice di raggiungibilita

Xr = Xg(i) = (massimo) spazio raggiungibile
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Criterio di raggiungibilita del rango

Definizione: Un sistema X a t.d. si dice (completamente) raggiungibile se Xg = R".

Un sistema ¥ a t.d. si dice (completamente) raggiungibile in t passi se Xz(t) = R”,
con t indice di raggiungibilita.

R £ R, = matrice di raggiungibilita del sistema

Y raggiungibile <= im(R) =R" <= rank(R) = n|

m = 1: ¥ raggiungibile <= det(R) #0

m > 1: ¥ raggiungibile <= det(RR") #0
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Esempi
1. x(t+1) = Oil aog x(t) + 1 u(t), a;,ap € R = non raggiungibile
[a; 0 1] o :
2. x(t+1) = 1 o x(t) + 0 u(t), oy, ap € R = raggiungibile (in 2 passi)

— raggiungibile (in 2 passi)

010 00
3. x(t+1)= {0 0 0| x(t)+ |1 O] u(t)
00O 01

G. Baggio
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Raggiungibilita ed equivalenza algebrica

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) =12  z(t+1) = F'z(t) + G'u(t)
F'=T3FT,G=T71G
R — {G/ E'G ... (F/)nflc/] - TR

rank(R’) = rank(R) == cambio di base non modifica la raggiungibilita !!

Inoltre, se ¥ raggiungibile: R'R' =T RR" = T =RR'(R'R")!
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Calcolo dell'ingresso di controllo (a minima energia)

Se ¥ & raggiungibile in t passi, come costruire una sequenza di ingresso
u, € R™ per raggiungere un qualsiasi stato x* € R”" in t passi?

Caso xp = 0: 1. x* = x(t) = R:u;
2. us = R;rnt, T]t S Rmt —— 771’ - ('R,thT)flx*
3. ug = RI(RtRI)ilx* (: /R/TXM)

Caso xg # 0: ur =R} (R:R])HUx* — Ftxo) (= R} (x"— Fix))
(R = pseudoinversa di Moore-Penrose di R:)
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Calcolo dell'ingresso di controllo: osservazioni
1. Ingresso u; generalmente non unico! Insieme dei possibili ingressi:
Uy ={u, =u.+ 1, U€ker(Re)}.
2. Ingresso a minima “energia”:
up = arg min |[uf]|* = R (ReR: )™ (x" = Fixo).
3. L’energia minima per raggiungere x* in t passi &:
lag 12 = () W,
dove W, & R/R/} = S F¥"1GGT(FT)*~! & detto Gramiano di raggiungibilita

in t passi del sistema. Gli autovalori di W; quantificano I'energia minima richiesta
per raggiungere diversi stati x(t) = x* del sistema.
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Esempio
010 0 0]
1. x(t+1)=1(0 0 0| x(t)+ |1 0] u(t)

000 0 1]

(1
ingressi u'(t) per raggiungere x* = |1| da xp = 0 in 2 passi?

0

Noacr v)= H u*(0) = H b (1) = H min. energia
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