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Nella scorsa lezione

> Teorema di linearizzazione

> Funzioni energia e stabilita di sistemi non lineari

> Funzioni di Lyapunov

> Teorema di stabilita di Lyapunov



In questa lezione

> Teorema di Krasowskii

> Forme quadratiche e matrici (semi)definite positive

> Teorema di Lyapunov: applicazione al caso lineare t.c.

> Teorema di Lyapunov: applicazione al caso lineare t.d.
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Ricapitolando...

x(t) = f(x(t)), X € R" equilibrio

z = Fz, sistema linearizzato attorno a X, A1, Ao, ..., A, autovalori di F
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Ricapitolando...

x(t) = f(x(t)), X € R" equilibrio
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Ricapitolando...

x(t) = f(x(t)), X € R" equilibrio

z = Fz, sistema linearizzato attorno a X, A1, Ao, ..., A, autovalori di F

1. Se R[\;] <0, Vi = X asintoticamente stabile
2. Se Jj tale che R[\;] > 0 = X instabile
3. Se R[\] <0, Vi, e 3i tale che R[\;] =0 = caso critico!

Con una funzione di Lyapunov V(x): 3.1. V/(x) semidef. neg. = X sempl. stabile

3.2. V(x) def. neg. = X asint. stabile
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Teorema di Krasowskii (t.c.)

Se abbiamo una V/(x) con V/(x) semidefinita negativa riusciamo a dire qualcosa
riguardo alla stabilita asintotica di x 7

Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 11 November 5, 2019 7/37



Teorema di Krasowskii (t.c.)

Se abbiamo una V/(x) con V/(x) semidefinita negativa riusciamo a dire qualcosa
riguardo alla stabilita asintotica di x 7

Teorema: Sia _
N2 {xeR": V(x)=0}.

Se esiste un intorno Z di X tale che non esiste alcuna traiettoria (diversa da quella ba-
nale x(t) = X, Vt) che sia interamente contenuta in \/'(Z, allora x & asintoticamente
stabile. Altrimenti, x & semplicemente stabile.
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Teorema di Krasowskii (t.c.): esempi

1. Oscillatore armonico (m = k — 1):
][5 ) =

V(xi, %) = 357 + 3% |

\./(x”xz) < 0
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Teorema di Krasowskii (t.c.): esempi

1. Oscillatore armonico (m = k = 1):

ol < [0 e,

X1
I
o

V(x1, x) = %xf + %xf V(x1,x2) = 0, semidef. neg.
N =R?

=—> X = 0 semplicemente stabile
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Teorema di Krasowskii (t.c.): esempi

2. Oscillatore armonico smorzato (m =k =v = 1):
e

V(xi, %) = 3x¢ + 353
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Teorema di Krasowskii (t.c.): esempi

2. Oscillatore armonico smorzato (m = k = v = 1):

|

X1
I
o

V(xi, %) = 3x¢ + 353 V(x1, %) = —x2, semidef. neg.
N={x=a,x=0acR}

= x = 0 asintoticamente stabile
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Teorema di Krasowskii (t.c.): esempi

V(xi, %) = g(1 — cosx1) + £x2
V ()(1/?‘1) = O

Giacomo Baggio
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Teorema di Krasowskii (t.c.): esempi

3. Pendolo semplice (m = ¢ = 1):

x1(t) = t

>.<1( ) = % ). % =0

Xo(t) = —gsinx(t)

_ 1,2 : .
V(x1, %) = g(1 — cosx1) + 5x3 V(x1,x2) = 0, semidef. neg.
N =R?
=—> X = 0 semplicemente stabile
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Teorema di Krasowskii (t.c.): esempi

4. Pendolo semplice con attrito (m=/{ =v = 1):

{Xl(t) = x(t)

X(t) = —gsinx(t) — xo(t)

xI
I
o

V(xi, %) = g(1 — cosx1) + £x2
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Teorema di Krasowskii (t.c.): esempi

4. Pendolo semplice con attrito (m=/{ =v = 1):

X1 (t) = x(t) =
_ _ x=0
X(t) = —gsinxi(t) — x(t)
V(xi, %) = g(1 — cosx1) + £x2 V(x1, %) = —x2, semidef. neg.

N={x=a,x=0acR}
= x = 0 asintoticamente stabile
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Teorema di Krasowskii (t.c.): esempi

V(x1, x2) = x? + x3
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Teorema di Krasowskii (t.c.): esempi

o
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X1
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o

V(x1, x2) = x? + x3 V(xi, x2) = —2x2(x? 4 x3), semidef. neg.
N={x=0,%=aacR}

=—> X = 0 semplicemente stabile
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Teorema di Krasowskii (t.d.)

x(t+1)=1f(x(t)), X e R"equilibrio

Teorema: Sia
N2{xeR": AV(x)=0}.

Se esiste un intorno Z di X tale che non esiste alcuna traiettoria (diversa da quella ba-
nale x(t) = X, Vt) che sia interamente contenuta in N'NZ, allora x & asintoticamente
stabile. Altrimenti, X & semplicemente stabile.
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In questa lezione

> Teorema di Krasowskii

> Forme quadratiche e matrici (semi)definite positive

> Teorema di Lyapunov: applicazione al caso lineare t.c.

> Teorema di Lyapunov: applicazione al caso lineare t.d.



Funzioni di Lyapunov quadratiche

rwme [y ca
SRR b
V(x, %) = [Xl Xz} [gi; ZZ lxj = p1X§ + P22xg + 2p1axaxo ((ﬂ/ww. ﬁjmdm"fm
———

=P =X
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Funzioni di Lyapunov quadratiche

X:
V(X1;X2) = [Xl Xz} [pll Plzl l 1] = P11X12 + Pszg2 + 2p12Xx1 X2

P12 P22| | X2
—
Teowawn pelitade =P =x T
T f 2x2 T "T A0 AL ), € R
P=P' — dT e R=*4,|TT' = [l{taleche T'PT = 0 1, N
2
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Funzioni di Lyapunov quadratiche

X:
V(X1;X2) = [Xl Xz} [pll Plzl l 1] = P11X12 + Pszg2 + 2p12Xx1 X2

P12 P22| | X2
——————
=P =X

- MmO
P=PT — 3T cR¥? TTT = tale che TPPT = A 0, TPT'= A ]
0 )\2 0 2

DY) A 0
= V(x1,x) :XTTT[ ' ] Ix = [}/1 )/2] [ ! ] lyll = A\y? + \oys

0)\2\;’ 0 Xof |y —_—

y= [ 3]
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Funzioni di Lyapunov quadratiche

X:
V(X1;X2) = [Xl Xz} [pll Plzl l 1] = P11X12 + Pszg2 + 2p12Xx1 X2

P12 P22| | X2
——————
=P =X

P=PT — JT cR>2 TTT = /taleche TTPT = [Aol AO]
2

A O A O
— V(X1,X2) =x'TT [01 )\2] Tx = [}/1 )’2] [01 )\2] [h] = )\1}/124-)\2)/3

~~~ y2
g 1}
- ey, = Lyl
= min{Ar, M}y [? < V(xi, x2) < max{As, A }ly|? Yo 1Y Y
I It
1 v
([ D™ 1yl =1 Tl = 11x)
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Funzioni di Lyapunov quadratiche

X:
V(X1;X2) = [Xl Xz} [pll Plzl l 1] = P11X12 + Pszg2 + 2p12Xx1 X2

P12 P22| | X2
——————
=P =X

P=PT — JT cR>2 TTT = /taleche TTPT = [Aol AO]
2

A O A O
O TTT 1 . 1 b4 . 2 2
= V(x;,x)=x'T [O )\2] CX = [)/1 )/2] [O )\2] L/J = A1y; + \ay;

= min{A;, Ao}y [* < V(1. 2) < max{As, Ao} ly?

= V(x1,x2) (semi)definita positiva <= A;, A\ > (>) 0
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Matrici (semi)definite positive, negative, indefinite

Definizione: Una matrice P € R"" simmetrica (P = P') con autovalori
A1, A2, .., Ak, si dice (semi)definita positiva se Ay, Ao, ..., A > (=) 0. Se P &
(semi)definita positiva, scriviamo P >~ (=) 0.
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Matrici (semi)definite positive, negative, indefinite
Definizione: Una matrice P € R"™" simmetrica (P = P') con autovalori

A1, A2, ...y Ak, si dice (semi)definita positiva se A1, Ap, ..., Ak > (=) 0. Se P &
(semi)definita positiva, scriviamo P > (=) O.

N.B. P = PT (semi)definita positiva = V/(x) = x' Px (semi)definita positiva
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Matrici (semi)definite positive, negative, indefinite

Definizione: Una matrice P € R"™" simmetrica (P = P') con autovalori
A1, A2, ...y Ak, si dice (semi)definita positiva se A1, Ap, ..., Ak > (=) 0. Se P &
(semi)definita positiva, scriviamo P > (=) 0.

N.B. P = PT (semi)definita positiva = V/(x) = x' Px (semi)definita positiva

Definizione: Una matrice P € R"™" simmetrica (P = PT) con autovalori
A1, A2, ..y Ak, si dice (semi)definita negativa se A1, Aa, ..., Ak < (<) 0. Se P &
(semi)definita negativa, scriviamo P < (<) 0.
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Matrici (semi)definite positive, negative, indefinite

Definizione: Una matrice P € R"™" simmetrica (P = P') con autovalori
A1, A2, ...y Ak, si dice (semi)definita positiva se A1, Ap, ..., Ak > (=) 0. Se P &
(semi)definita positiva, scriviamo P > (=) 0.

N.B. P = PT (semi)definita positiva = V/(x) = x' Px (semi)definita positiva

Definizione: Una matrice P € R"™" simmetrica (P = PT) con autovalori
A1, A2, ..y Ak, si dice (semi)definita negativa se A1, Aa, ..., Ak < (<) 0. Se P &
(semi)definita negativa, scriviamo P < (<) 0.

Definizione: Una matrice P € R™" simmetrica (P = P") si dice indefinita se non
& né semidefinita positiva né semidefinita negativa.
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Test di Sylvester

Fatto: Una matrice P € R™" simmetrica (P = PT) & definita positiva se e solo se
tutti i minori principali (nord-ovest) di P sono positivi.

)

mm”“ Pra P
- - . B} + 14 1

P Piz  Pay Pus w, = de {Pn PZJ

2 : \_/7 Mz = J»Q+ P
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Test di Sylvester

Fatto: Una matrice P € R™" simmetrica (P = P') & definita positiva se e solo se
tutti i minori principali (nord-ovest) di P sono positivi.

Esempi:
= 0
JOWMZ? 21:’:C,~1=5>O
1. P=|1 3]0 7 .= ie’f[ P def. poo-
102 7’w13'~(12,‘l'9:12-~3-2:7>0
) /‘\ -,0>,U
2. p— [0 ™ somide]. vey.
O - 7w1‘:d>/o
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Test di Sylvester

Fatto: Una matrice P € R™" simmetrica (P = P') & definita positiva se e solo se

tutti i minori principali (nord-ovest) di P sono positivi.

Esempi:
2 11
1. P=11 3 0 = P definita positiva
10 2
0 o e :
2. P= 0 1 —> P semidefinita negativa

Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 11

November 5, 2019

17 / 37



In questa lezione

> Teorema di Krasowskii

> Forme quadratiche e matrici (semi)definite positive

> Teorema di Lyapunov: applicazione al caso lineare t.c.

> Teorema di Lyapunov: applicazione al caso lineare t.d.



Sistemi lineari e funzioni di Lyapunov quadratiche (t.c.)

x(t) = Fx(t), equilibrio x =0

Consideriamo la forma quadratica: V(x) =x'Px, P =0
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Sistemi lineari e funzioni di Lyapunov quadratiche (t.c.)

x(t) = Fx(t), equilibrio x =0

Consideriamo la forma quadratica: V(x) = x'Px, P =0

Come scegliere P affinché V(x) sia una funzione di Lyapunov per il sistema 77
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Sistemi lineari e funzioni di Lyapunov quadratiche (t.c.)

x(t) = Fx(t), equilibrio x =0

Consideriamo la forma quadratica: V(x) = x'Px, P =0

Come scegliere P affinché V(x) sia una funzione di Lyapunov per il sistema 77

Per il teorema di Lyapunov: V/(x) deve essere (semi)definita negativa !!
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Sistemi lineari e teorema di Lyapunov (t.c.)
x=Fx PE+FTPT= PR+ FTP

V(x) =x"Px+x"Px=x"F"Px+x"PFx=x"(F"P+ PF)x semidef. neg.

— F'P+PF=-Q, Q=0 (Equazione di Lyapunov a t.c.)

Teorema: Dato un sistema x = Fx e una matrice P > O:
1. Se FTP + PF = —Q con @ > 0 allora il sistema & semplicemente stabile.
2. Se FTP+ PF = —Q con @ > 0 allora il sistema & asintoticamente stabile.

Giacomo Baggio IMC-TdS-1920: Lez. 11 November 5, 2019 20 / 37


iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad


tf— it

m Lt@= 4-7 = -5

November 5, 2019 21 /37

IMC-TdS-1920: Lez. 11


iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad


0 -2

Lre [ ot

r[2 e

Giacomo Baggio

01

10
01

>0 = Q= —(F"P+ PF) definita positiva

-0 = Q= —(F"P+ PF) indefinita
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Equazione di Lyapunov (t.c.)

Come scegliere P affinché V(x) sia una funzione di Lyapunov per il sistema ??
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Equazione di Lyapunov (t.c.)

Come scegliere P affinché V(x) sia una funzione di Lyapunov per il sistema ??

Teorema: Dato un sistema X = Fx asintoticamente stabile, per ogni @ >~ 0 esiste
un'unica matrice P > 0 tale che

FTP+PF=-Q.

Inoltre P & data dall'espressione

100

P = jo e tQefdt.
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-1 0
IFZ[O —2]'0
-1 3
2F:[0 _1],0
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Test per la stabilita asintotica di sistemi lineari a t.c.

1. Fissare una @ >~ 0 (presa a caso)
2. Risolvere il sistema di equazioni lineari FTP+PF=-Q

2.1 Se il sistema non ammette soluzioni o ne ammette infinite allora
il sistema non & asintoticamente stabile

2.2 Se il sistema ammette un'unica soluzione allora:
2.2.1 Se P = 0 allora il sistema & asintoticamente stabile

2.2.2 Se P # 0 allora il sistema non & asintoticamente stabile
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Osservazioni

1. 1l test non permette di concludere nulla circa la stabilita semplice del sistema.
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Osservazioni

1. Il test non permette di concludere nulla circa la stabilita semplice del sistema.

2. La condizione P - 0 (verificabile tramite test di Sylvester) & essenziale per de-
terminare al stabilita asintotica e non puo essere sostituita con P > 0.

V(x,xa) [% %] [; ‘;] [2] = X,
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Osservazioni

1. Il test non permette di concludere nulla circa la stabilita semplice del sistema.

2. La condizione P - 0 (verificabile tramite test di Sylvester) & essenziale per de-
terminare al stabilita asintotica e non puo essere sostituita con P > 0.

3. Il test & vantaggioso da un punto di vista computazionale. Infatti permette di
decidere circa la stabilita asintotica (o meno) del sistema evitando completamente il
calcolo esplicito degli autovalori di F (spesso impraticabile per dimensioni n > 2) !l
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In questa lezione

> Teorema di Krasowskii

> Forme quadratiche e matrici (semi)definite positive

> Teorema di Lyapunov: applicazione al caso lineare t.c.

> Teorema di Lyapunov: applicazione al caso lineare t.d.



Sistemi lineari e funzioni di Lyapunov quadratiche (t.d.)

x(t+1) = Fx(t), equilibrio x =0

Consideriamo la forma quadratica: V(x) = x'Px, P =0

AV(x(t)) = V(x(t+1)) — V(x(t)) = x"(t + 1)Px(t + 1) — x " (t)Px(t)
=x"(FTPF — P)x semidef. neg.

= FTPF-P=-Q, Q>0 (Equazione di Lyapunov a t.d.)
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Sistemi lineari, teorema ed equazione di Lyapunov (t.d.)

Teorema: Dato un sistema x(t + 1) = Fx(t) e una matrice P > 0:
1. Se FTPF — P = —Q con Q > 0 allora il sistema & semplicemente stabile.

2.Se FTPF— P =—Q con Q > 0 allora il sistema & asintoticamente stabile.
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Sistemi lineari, teorema ed equazione di Lyapunov (t.d.)

Teorema: Dato un sistema x(t + 1) = Fx(t) e una matrice P > O:
1. Se FTPF — P = —Q con Q > 0 allora il sistema & semplicemente stabile.

2.Se FTPF— P =—Q con Q > 0 allora il sistema & asintoticamente stabile.

Teorema: Dato un sistema x(t+1) = Fx(t) asintoticamente stabile, per ogni Q > 0
esiste un'unica matrice P > 0 tale che

F'PF-P=-Q.
Inoltre P & data dall'espressione
P=> (F")'QF"
t=0
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Teorema di Krasowskii (t.c.) a»

Se abbiamo una V/(x) con V/(x) semi
riguardo alla stabi

inita negativa riusciamo a dire qualcosa
asintotica di X 7

Teorema: Sia ‘
N2{xeR": V(x)=0}

Se esiste un intorno Z di X tale che non esiste alcuna traiettoria (diversa da quella ba-

nale x(t) = X, ¥t) che sia interamente contenuta in A'NZ, allora X & asintoticamente

stabile. Altrimenti, X & semplicemente stabile.

Gcomo Bougi TS 1920 Lex 11 Novenber 5, 2010
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Teorema di Krasowskii (t.c.): esempi a»

2. Oscillatore armonico smorzato (m = k = v = 1)

e N = (10 = %0 ¥
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4. Pendolo semplice con attrito

(1) = x(t)
falt) = —gsinxi(t) - ()

x=0

Teorema di Krasowskii (t.c.): esempi a»

(m=t=v=1)

Liacic

9
"Ne

1 1
el m=0i&:x,xeﬁj

x(b) e N => x,(t)=0 = x,(t)=0
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Teorema di Krasowskii (t.c.): esempi a»
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