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Nella scorsa lezione x(b)= F(x(D) tc

t
x (t41) = L(x(t) (. d.

> Traiettorie di stato di un sistema { x(t) , b 7/Oj
o . YR f(R) =0 b
> Punti di equilibrio di un sistema (con e senza ingressi) x¢ R -

> Stabilita semplice e asintotica di un equilibrio

> Linearizzazione di sistemi non lineari



In questa lezione

> Teorema di linearizzazione
> Funzioni energia e stabilita di sistemi non lineari
> Funzioni di Lyapunov

> Teorema di stabilita di Lyapunov



Teorema di linearizzazione (t.c.)
l—/? ﬂz'«—7 “Z“

x(t) = f(x(t)): sistema non lineare con punto di equilibrio x
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- : : Um pumbe & eq. XER™ € jugheh
Teorema di linearizzazione (t.c.) o e’wl,yb‘%wte /;:HLI‘

x(t) = f(x(t)): sistema non lineare con punto di equilibrio x
~ 3t (Y)
Teorema: Sia z(t) = Fz(t) il sistema linearizzato di x(t) = f(x(t)) attorno a x e
siano Aq,..., Ax gli autovalori di F. Allora:
©® Se il sistema linearizzato € asintoticamente stabile ($[\;] < 0, Vi), allora X € un
punto di equilibrio (localmente) asintoticamente stabile per il sistema non lineare.

® Se il sistema linearizzato ha un autovalore con parte reale positiva (3i tale che
R[\;] > 0), allora X & un punto di equilibrio (localmente) instabile per il sistema
non lineare.
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Teorema di linearizzazione (t.c.)

x(t) = f(x(t)): sistema non lineare con punto di equilibrio x

Teorema: Sia z(t) = Fz(t) il sistema linearizzato di x(t) = f(x(t)) attorno a x e
siano Aq,..., Ax gli autovalori di F. Allora:

@ Se il sistema linearizzato & asintoticamente stabile ([\;] < 0, Vi), allora X € un
punto di equilibrio (localmente) asintoticamente stabile per il sistema non lineare.

® Se il sistema linearizzato ha un autovalore con parte reale positiva (3i tale che
R[\;] > 0), allora X & un punto di equilibrio (localmente) instabile per il sistema
non lineare.

Caso critico: R[\;] <0, Vi, e Ji: R[\] =0
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Teorema di linearizzazione (t.c.): esempi

. . Xx=0
1. x =sinx
T
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Teorema di linearizzazione (t.c.): esempi

= 0 instabile
= 7 stabile

Xl XI

. . Xx=0
1. x =sinx - -

] — X instabile

— caso critico
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Teorema di linearizzazione (t.d.)

x(t +1) = f(x(t)): sistema non lineare con punto di equilibrio X

? Ji (x
Teorema: Sia z(t + 1) = Fz(t) il sistema linearizzato di x(t + 1) = f(x(t)) attorno
a x e siano Aq,..., A\, gli autovalori di F. Allora:

® Se il sistema linearizzato € asintoticamente stabile (|\;| < 1, Vi), allora X € un
punto di equilibrio (localmente) asintoticamente stabile per il sistema non lineare.

@® Se il sistema linearizzato ha un autovalore con modulo maggiore di uno (3i tale
che |A;| > 1), allora x & un punto di equilibrio (localmente) instabile per il
sistema non lineare.

Caso critico: |\;| <1, Vi, edi: [N] =1
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Teorema di linearizzazione (t.d.): esempi

1. Dato il sistema

{xl(t +1) = axe(t) + (1 — a)xd(t)
x(t+1) = —ax(t) + (a — 1)x(t)

Studiare la stabilita di x = 0 al variare di a € R utilizzando la linearizzazione.
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Teorema di linearizzazione (t.d.): esempi

1. Dato il sistema

{xl(t +1) = ax(t) + (1 — a)x(t)
x(t+1) = —ax(t) + (a — 1)x(¢)

Studiare la stabilita di x = 0 al variare di a € R utilizzando la linearizzazione.

x = 0 asintoticamente stabile per |a] < 1
x = 0 instabile per |a| > 1

a = +1: caso critico !
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In questa lezione

> Teorema di linearizzazione
> Funzioni energia e stabilita di sistemi non lineari
> Funzioni di Lyapunov

> Teorema di stabilita di Lyapunov



Funzioni energia e stabilita: |'oscillatore armonico

x(t) = p(t), x(t) = p(t)
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Funzioni energia e stabilita: |'oscillatore armonico
xi(t) = p(t), x(t) = p(t)

p(t) [28] N [—Oﬁ (1)] [28]

m

| BVYVIWIS Epor(t) = 3hxi(t),  Eain(t) = 3mx3(t)
0 Eunl(t) = En(t) = Bper(t) + Ean(t)

I
= sk (t) + 3mx3(t)

En(t) = E(x1(t), x2(t)) = costante, Vt
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Funzioni energia e stabilita: |'oscillatore armonico smorzato

x(t) = p(t), x(t) = p(t)

Xl(t) 0 1 Xl(t)
p(t) () |5 —2] |x(t)
1 & —
2 n m
L :
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Funzioni energia e stabilita: |'oscillatore armonico smorzato

xi(t) = p(t), x(t) = p(t)

O o R

77 k :_>
Y Epot(t) = 3hxf(t),  Ecin(t) = 3mx3(t)
/ il !
v 73’93;7937 Etot(t) — Em(t) + Eattr(t) - Epot(t) + Ecin(t) + Eattr(t)

//////////////

— %kxlz(t) + %mxf(t) + Eater(t)

En(t) < En(t1), Vt,t, 1 <t
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Funzioni energia e stabilita: il pendolo semplice

xi(t) = 0(t), xa(t) = 6(t)
{' x(t) = x(t)

(t) = —Zsinx(t)
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Funzioni energia e stabilita: il pendolo semplice

G. Baggio

xi(t) = 0(t), xa(t) = 6(t)
{' a(t) = %(t)
(t) = —Zsinx(t)
Eoot(t) = mgl(1 — cosxi(t)), Ean(t) = 3ml>x3(t)

Etot(t) — Em(t) - Epot(t) + Ecin(t)
= mgl(1 — cosxi(t)) + smlx3(t)

En(t) = E(x1(t), x2(t)) = costante, Vt
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Funzioni energia e stabilita: il pendolo semplice con attrito

xi(t) = 0(t), xa(t) = 6(t)
{' x(t) = x(t)

(t) = —&sinxi(t) — Zx(t)
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Funzioni energia e stabilita: il pendolo semplice con attrito

G. Baggio

xi(t) = 0(t), xa(t) = 6(t)
{' a(t) = %(t)
(t) = —&sinxi(t) — Zx(t)
Eoot(t) = mgl(1 — cosxi(t)), Ean(t) = 3ml>x3(t)

Etot(t) — Em(t) + Eattr(t) — Epot(t) + Ecin(t) + Eattr(t)
= mgl(1 — cosxi(t)) + 3mx3(t) + Ese(t)

En(t) < En(ty), Vi, t, t1 <t
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In questa lezione

> Teorema di linearizzazione
> Funzioni energia e stabilita di sistemi non lineari
> Funzioni di Lyapunov

> Teorema di stabilita di Lyapunov



Funzioni (semi)definite positive, negative, indefinite

Definizione: Una funzione V: R” — R si dice (semi)definita positiva in un intorno di
X se esiste un intorno Z di X tale che:

V(x)>(>)0, VxeZ, x#Xx, e V(x)=0.
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Funzioni (semi)definite positive, negative, indefinite

Definizione: Una funzione V: R” — R si dice (semi)definita positiva in un intorno di
X se esiste un intorno Z di X tale che:

V(x)>(>)0, VxeZ, x#Xx, e V(x)=0.

Definizione: Una funzione V: R” — R si dice (semi)definita negativa in un intorno
di x se esiste un intorno Z di X tale che:

V(x) < (£)0, VxeZ, x#X, e V(x)=0.
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Funzioni (semi)definite positive, negative, indefinite

Definizione: Una funzione V: R” — R si dice (semi)definita positiva in un intorno di
X se esiste un intorno Z di X tale che:

V(x)>(>)0, VxeZ, x#Xx, e V(x)=0.

Definizione: Una funzione V: R” — R si dice (semi)definita negativa in un intorno
di x se esiste un intorno Z di X tale che:

V(ix) < (£)0, VxeZ, x#Xx, eV(x)=0.

Definizione: Una funzione V: R” — R si dice indefinita in un intorno di x se non &
né semidefinita positiva né semidefinita negativa in un intorno di X.
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Funzioni (semi)definite positive, negative, indefinite: esempi

- [5]

1. V(x,x)=x2+x3 — Ll Pw’"fv@ iw vw b0 I:-‘IIZL d x
2. V(x, %) =x2 —> permmidel . pwi"ivu in i inboto 1’=HLL & X
3. Vi) = — 54— bf aemphive vt AT
4. V(x1, %) =x1x0 — (ml{{—ffui‘-e\
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Funzioni (semi)definite positive, negative, indefinite: esempi

1. V(xi,%)=xt+ x5 — V definita positiva in un intorno di X =0

2. V(x1, %) =X} —> V semidefinita positiva in un intorno di x =0
3. V(x1,%) = —);12%}3 —> V definita negativa in un intorno di x =0

4. V(x1,x) = x1x — V indefinita in un intorno di x =0
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Funzioni di Lyapunov (t.c.) X
r R* =R
x(t) = f(x(t)), X punto di equilibrio

Definizione: Una funzione V: R” — R si dice funzione di Lyapunov del sistema
x(t) = f(x(t)) rispetto al punto di equilibrio X se:

® V/(x) e definita positiva in un intorno Z di X,

® V(x) & semidefinita negativa in un intorno Z di X.
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Funzioni di Lyapunov (t.c.): esempi

1. Oscillatore armonico smorzato (x = 0):

-8 Ay T

2. Pendolo semplice con attrito (x = 0):

{Xl(t) = x(t)

).<2(t) = —%sin Xl(t) — ﬁXQ(f)
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Funzioni di Lyapunov (t.c.): esempi
1. Oscillatore armonico smorzato (x = 0):

[28] = [ ! ] [28] V(xi,%) = 3k + 3mx3 > 0, Vxi,x # 0

V(X]_,X2) = —ux2 <0, Vxi, x

2. Pendolo semplice con attrito (x = 0):
V(x1,%) = mgl(l — cosx;) + 2ml?xZ > 0,
{Xl(t) = (1) V1,0 € [—2,e] \ {0}

X(t) = —Esinx(t) — Lx(t -
»(t) i 1(t) — pxe(t) V(x1, x2) = —vix2 <0, Vx1, X0
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Funzioni di Lyapunov (t.d.)
x(t+1)=f(x(t)), X punto di equilibrio
Definizione: Una funzione V: R” — R si dice funzione di Lyapunov del sistema
x(t + 1) = f(x(t)) rispetto al punto di equilibrio X se:

® V/(x) e definita positiva in un intorno Z di X,
® AV(x)= V(x(t+1)) — V(x(t)) & semidefinita negativa in un intorno Z di x.
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Funzioni di Lyapunov: osservazioni

1. Funzioni di Lyapunov = funzioni energia “generalizzate” !!!
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Funzioni di Lyapunov: osservazioni

1. Funzioni di Lyapunov = funzioni energia “generalizzate” !!!

2. Non esiste un algoritmo generale per costruire funzioni di Lyapunov. Queste si
ricavano tipicamente per tentativi, partendo da considerazioni di tipo “energetico”
(nel caso di sistemi fisici).
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Funzioni di Lyapunov: osservazioni

1. Funzioni di Lyapunov = funzioni energia “generalizzate” !!!

2. Non esiste un algoritmo generale per costruire funzioni di Lyapunov. Queste si
ricavano tipicamente per tentativi, partendo da considerazioni di tipo “energetico”
(nel caso di sistemi fisici).

3. Calcolo di V(x):

V(x) = [8‘8/)51") ag)ﬁ:)} .5 — [8V(X) GV(X)] L | = VV(X)f(x)
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In questa lezione

> Teorema di linearizzazione
> Funzioni energia e stabilita di sistemi non lineari
> Funzioni di Lyapunov

> Teorema di stabilita di Lyapunov



Teorema di stabilita di Lyapunov (t.c.)

Teorema: Dato un sistema x(t) = f(x(t)) con punto di equilibrio X:

@ Se esiste una funzione di Lyapunov V/(x) del sistema rispetto all'equilibrio X
allora x & semplicemente stabile.

® Se inoltre si ha che V/(x) & definita negativa in un intorno di X allora x &
asintoticamente stabile.
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Teorema di Lyapunov (t.c.): esempi

1. Oscillatore armonico (m = k = 1):
-1 Y ) -0

V(x1,%) = 3x¢ + 3x3

=2 V ﬁmkim L qup,wwo I'(44rp,"17 o X
V (quxL) o A lxaxa 4 A Tx K U
2 A - : o .
| X X2 X svmpli comemle fobife
< 1ML A7~
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Teorema di Lyapunov (t.c.): esempi

1. Oscillatore armonico (m = k = 1):
-1 Y ) -0

V(x1, x) = %Xf + %Xzz V(x1, %) = 0, semidef. neg.

x = 0 semplicemente stabile
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Teorema di Lyapunov (t.c.): esempi

2. Oscillatore armonico smorzato (m =k = v = 1):
-1 ) e

V(x1, %) = 3x2 + 1x2 Vi) = + 1 (G +x)? + )

N
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Teorema di Lyapunov (t.c.): esempi

2. Oscillatore armonico smorzato (m = k = v = 1):

e et S

V(x1,%) = 2x¢ + x3 V(x1, %) = x¢ + 3 ((x2 +x)° + X22>
V(x1,x2) = —x2, semidef. neg. V(x1, %) = —(x2 + x2), def. neg.
x = 0 semplicemente stabile x = 0 asintoticamente stabile !!
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Teorema di Lyapunov (t.c.): esempi

3. Pendolo semplice (m = ¢ = 1):

{xl(t) = x(t)

X (t) = —gsinx(t)

X1
I
(@)

V(x1,%) = g(1 — cosx1) + 1x3

\7 ()(-./)(7_) < (}(Sl'v\xq) )é.‘ + )(Z X‘L
l{ g () - JTexe
: 0
G. Baggio Lez. 10: Teorema di Lineariz

Poe il hksewa 4 anpzwm\/
%[8] e wM’Jl Alobi o

zazione e di Lyapunov

17 Marzo 2021



Teorema di Lyapunov (t.c.): esempi

3. Pendolo semplice (m = ¢ = 1):

X1 (t) = x(t) % =0
X(t) = —gsinx(t)
V(x1,%) = g(1 — cosx1) + 1x3 V(x1, %) = 0, semidef. neg.

x = 0 semplicemente stabile !
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Teorema di Lyapunov (t.c.): esempi

4. Pendolo semplice con attrito (m=/¢=v =1):

{fq(t) = x(t) -
X (t) = —gsinxi(t) — xa(t)
V(x1,%) = g(1 — cosx1) + 1x3 V(x1,%) = 2g(1—cosx1)+21 ((x1 + x2)? + x3)
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Teorema di Lyapunov (t.c.): esempi

4. Pendolo semplice con attrito (m=/¢=v =1):

x1(t) = x(t) %0

X (t) = —gsinxi(t) — xa(t)
V(x1,%) = g(1 — cosx1) + 1x3 V(x1,%) = 2g(1—cosx1)+21 ((x1 + x2)? + x3)
V(x1,x2) = —x2, semidef. neg. V(x1, %) = —xZ — gxy sinxy, def. neg.
x = 0 semplicemente stabile x = 0 asintoticamente stabile !!
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Teorema di stabilita di Lyapunov (t.d.)

Teorema: Dato un sistema x(t + 1) = f(x(t)) con punto di equilibrio X:

@ Se esiste una funzione di Lyapunov V/(x) del sistema rispetto all'equilibrio X
allora x & semplicemente stabile.

® Se inoltre si ha che AV/(x(t)) € definita negativa in un intorno di X allora x &
asintoticamente stabile.

V(x(Eet) -V (x()
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Teorema di Lyapunov (t.d.): esempi

1. Dato il sistema

xi(t+1) = —xo(t) + 2x3(t)
xo(t+1) = xi(t) — 2x3(t)

Studiare la stabilitd di x = 0 utilizzando V/(x1,x) = x¥ + x3.
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Teorema di Lyapunov (t.d.): esempi

1. Dato il sistema

xi(t+1) = —xo(t) + 2x3(t)
xo(t+1) = xi(t) — 2x3(t)

Studiare la stabilitd di x = 0 utilizzando V(x1, %) = x¥ + x3.

AV (x1,x) = —4x}(1 — x) — 4x3(1 — x3), negativa definita attorno a x

= X = 0 asintoticamente stabile
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Teorema di linearizzazione (t.c.): esempi
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Teorema di linearizzazione (t.d.): esempi

1. Dato il sistema

{xl(t +1) = ax(t) + (1 — a)xd(t)

x(t+1) = —axi(t) + (a— 1)x5(t)

Studiare la stabilita di x = 0 al varia

re di a € R utilizzando la linearizzazione.

7z

x, (tt4) =

X, (t

+(1-a) X, (t) =41 (x

‘Xz(tﬂl: -a Xy (8)* (a9’ (t) = 1, (x,,%0)

“ - O . . . *
aeﬂz X= |- pwmlre d, ﬁquLﬂAo
/ LU I
o [af 2k ] [ 0 o + 3 (47w) X,
F-= h(x) = 3k z
ofs o - | [ t3(a1)x S 0
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Funzioni energia e stabilita: I'oscillatore armonico -
(I
x(t) = x(t), x(t) = x(t)

-1 xa(t)=plt), x.(t)=p(t

S
——
1
\
—f—
p R
1l
)
l\'
-+
x




Funzioni energia e stabilita: I'oscillatore armonico smorzato

P
xa(t) = o(t). x(t) :t(f)

LY

A
A

B

=
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Funzioni energia e stabilita: il pendolo semplice -
N

xi(t) = 0(t), x(t) = 0(t)

8 e (= 00)  x ()= ot

A J\LM)J&L@%LJ Ncwl‘m)
h Epdf =(

pr?fmh_b(m I, m’ma;\'u d; Ahﬁu:
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Funzioni energia e stabilita: il pendolo semplice con attrito -
N

x(t) = 6(t), x(t) = 6(t)

x1(t) = x(t)
{xz(r) = —Esinx(t) - L(t) X, = B‘ - X,= 6’
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Funzioni di Lyapunov (t.c.): esempi -
N

1. Oscillatore armonico smorzato (x = 0):

[)‘(1(1)} _ { 0 1 } mﬂ Vi) = jlod + 3mig

2. Pendolo semplice con attrito (x = 0):

V(x. %) = mgl(1 — cosx) + sme?x3
{»“)f (1) )
%o(t) = —§sinx(t) - px(t)
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Teorema di Lyapunov (t.c.): esempi

2. Oscillatore armonico

smorzato (m =k = v = 1):
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Teorema di Lyapunov (t.c.): esempi -
N

4. Pendolo semplice con attrito (m = ¢ = v = 1):

5a(t) = x(t) o ) v =
N {xz(r) —gsinsa(t) — x(t) ’ X, = X, X~ [0_{

V(x1,%) = g(1 - cosx) + 1 V(x1, %) = 2g(1—cos x1)+3 ((xa + x)? + xZ)

1 ¢ - ‘

\
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Teorema di Lyapunov (t.d.): esempi

1. Dato il sistema

xi(t+1) = —x(t) + 253 (t)
x(t+1) = x(t) — 2x5(t)

Studiare la stabilita di X = 0 utilizzando V/(x1,%) = xZ + X3
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