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. Teorema di linearizzazione

. Funzioni energia e stabilità di sistemi non lineari

. Funzioni di Lyapunov

. Teorema di stabilità di Lyapunov



Teorema di linearizzazione (t.c.)

ẋ(t) = f (x(t)): sistema non lineare con punto di equilibrio x̄

Teorema: Sia ż(t) = Fz(t) il sistema linearizzato di ẋ(t) = f (x(t)) attorno a x̄ e
siano λ1, . . . , λk gli autovalori di F . Allora:

1 Se il sistema linearizzato è asintoticamente stabile (<[λi ] < 0, ∀i), allora x̄ è un
punto di equilibrio (localmente) asintoticamente stabile per il sistema non lineare.

2 Se il sistema linearizzato ha un autovalore con parte reale positiva (∃i tale che
<[λi ] > 0), allora x̄ è un punto di equilibrio (localmente) instabile per il sistema
non lineare.

Caso critico: <[λi ] ≤ 0, ∀i , e ∃ i : <[λi ] = 0
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Teorema di linearizzazione (t.c.): esempi

1. ẋ = sin x x̄ = 0
x̄ = π

2.

ẋ1 = x1 − x2 − x1(x2
1 + x2

2 )
ẋ2 = x1 + x2 − x2(x2

1 + x2
2 )

[
x̄1
x̄2

]
=
[

0
0

]

3. ẋ = αx3, α ∈ R, x̄ = 0

x̄ = 0 instabile
x̄ = π stabile

=⇒

=⇒ x̄ instabile

=⇒ caso critico
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Teorema di linearizzazione (t.d.)

x(t + 1) = f (x(t)): sistema non lineare con punto di equilibrio x̄

Teorema: Sia z(t + 1) = Fz(t) il sistema linearizzato di x(t + 1) = f (x(t)) attorno
a x̄ e siano λ1, . . . , λk gli autovalori di F . Allora:

1 Se il sistema linearizzato è asintoticamente stabile (|λi | < 1, ∀i), allora x̄ è un
punto di equilibrio (localmente) asintoticamente stabile per il sistema non lineare.

2 Se il sistema linearizzato ha un autovalore con modulo maggiore di uno (∃i tale
che |λi | > 1), allora x̄ è un punto di equilibrio (localmente) instabile per il
sistema non lineare.

Caso critico: |λi | ≤ 1, ∀i , e ∃ i : |λi | = 1
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Teorema di linearizzazione (t.d.): esempi

1. Dato il sistemax1(t + 1) = ax2(t) + (1− a)x3
2 (t)

x2(t + 1) = −ax1(t) + (a − 1)x3
1 (t)

Studiare la stabilità di x̄ = 0 al variare di a ∈ R utilizzando la linearizzazione.

x̄ = 0 asintoticamente stabile per |a| < 1

x̄ = 0 instabile per |a| > 1

a = ±1: caso critico !
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Funzioni energia e stabilità: l’oscillatore armonico

m

x(t)

k

x1(t) = x(t), x2(t) = ẋ(t)[
ẋ1(t)
ẋ2(t)

]
=
[

0 1
− k

m 0

] [
x1(t)
x2(t)

]

Epot(t) = 1
2kx2

1 (t), Ecin(t) = 1
2mx2

2 (t)

Etot(t) = Em(t) = Epot(t) + Ecin(t)
= 1

2kx2
1 (t) + 1

2mx2
2 (t)

Em(t) = E (x1(t), x2(t)) = costante, ∀t
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Funzioni energia e stabilità: l’oscillatore armonico smorzato

m

x(t)

k

ν

x1(t) = x(t), x2(t) = ẋ(t)[
ẋ1(t)
ẋ2(t)

]
=
[

0 1
− k

m − ν
m

] [
x1(t)
x2(t)

]

Epot(t) = 1
2kx2

1 (t), Ecin(t) = 1
2mx2

2 (t)

Etot(t) = Em(t) + Eattr(t) = Epot(t) + Ecin(t) + Eattr(t)
= 1

2kx2
1 (t) + 1

2mx2
2 (t) + Eattr(t)

Em(t2) ≤ Em(t1), ∀t1, t2, t1 ≤ t2
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Funzioni energia e stabilità: il pendolo semplice

`

m

θ(t)

mg

x1(t) = θ(t), x2(t) = θ̇(t)ẋ1(t) = x2(t)
ẋ2(t) = −g

`
sin x1(t)

Epot(t) = mg`(1− cos x1(t)), Ecin(t) = 1
2m`2x2

2 (t)

Etot(t) = Em(t) = Epot(t) + Ecin(t)
= mg`(1− cos x1(t)) + 1

2m`2x2
2 (t)

Em(t) = E (x1(t), x2(t)) = costante, ∀t

G. Baggio Lez. 10: Teorema di Linearizzazione e di Lyapunov 17 Marzo 2021 10 / 24



Funzioni energia e stabilità: il pendolo semplice con attrito

`

m
νθ̇(t)θ(t)

mg

x1(t) = θ(t), x2(t) = θ̇(t)ẋ1(t) = x2(t)
ẋ2(t) = −g

`
sin x1(t)− ν

m`x2(t)

Epot(t) = mg`(1− cos x1(t)), Ecin(t) = 1
2m`2x2

2 (t)

Etot(t) = Em(t) + Eattr(t) = Epot(t) + Ecin(t) + Eattr(t)
= mg`(1− cos x1(t)) + 1

2m`2x2
2 (t) + Eattr(t)

Em(t2) ≤ Em(t1), ∀t1, t2, t1 ≤ t2
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Funzioni (semi)definite positive, negative, indefinite
Definizione: Una funzione V : Rn → R si dice (semi)definita positiva in un intorno di
x̄ se esiste un intorno I di x̄ tale che:

V (x) > (≥) 0, ∀x ∈ I, x 6= x̄ , e V (x̄) = 0.

Definizione: Una funzione V : Rn → R si dice (semi)definita negativa in un intorno
di x̄ se esiste un intorno I di x̄ tale che:

V (x) < (≤) 0, ∀x ∈ I, x 6= x̄ , e V (x̄) = 0.

Definizione: Una funzione V : Rn → R si dice indefinita in un intorno x̄ se non è né
semidefinita positiva né semidefinita negativa in un intorno x̄ .
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Funzioni (semi)definite positive, negative, indefinite: esempi

1. V (x1, x2) = x2
1 + x2

2

2. V (x1, x2) = x2
1

3. V (x1, x2) = − x2
1 +x2

2
1+x2

1

4. V (x1, x2) = x1x2

=⇒ V definita positiva in un intorno di x̄ = 0

=⇒ V semidefinita positiva in un intorno di x̄ = 0

=⇒ V definita negativa in un intorno di x̄ = 0

=⇒ V indefinita in un intorno di x̄ = 0
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Funzioni di Lyapunov (t.c.)

ẋ(t) = f (x(t)), x̄ punto di equilibrio

Definizione: Una funzione V : Rn → R si dice funzione di Lyapunov del sistema
ẋ(t) = f (x(t)) rispetto al punto di equilibrio x̄ se:

1 V (x) è definita positiva in un intorno I di x̄ ,
2 V̇ (x) è semidefinita negativa in un intorno I di x̄ .
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Funzioni di Lyapunov (t.c.): esempi

1. Oscillatore armonico smorzato (x̄ = 0):

[
ẋ1(t)
ẋ2(t)

]
=
[

0 1
− k

m − ν
m

] [
x1(t)
x2(t)

]

2. Pendolo semplice con attrito (x̄ = 0):

ẋ1(t) = x2(t)
ẋ2(t) = −g

`
sin x1(t)− ν

m`x2(t)

V (x1, x2) = 1
2kx2

1 + 1
2mx2

2 > 0, ∀x1, x2 6= 0

V (x1, x2) = mg`(1− cos x1) + 1
2m`2x2

2 > 0,
∀x1, x2 ∈ [−ε, ε] \ {0}

V̇ (x1, x2) = −νx2
2 ≤ 0, ∀x1, x2

V̇ (x1, x2) = −ν`x2
2 ≤ 0, ∀x1, x2
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Funzioni di Lyapunov (t.d.)

x(t + 1) = f (x(t)), x̄ punto di equilibrio

Definizione: Una funzione V : Rn → R si dice funzione di Lyapunov del sistema
x(t + 1) = f (x(t)) rispetto al punto di equilibrio x̄ se:

1 V (x) è definita positiva in un intorno I di x̄ ,
2 ∆V (x) = V (x(t + 1))− V (x(t)) è semidefinita negativa in un intorno I di x̄ .
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Funzioni di Lyapunov: osservazioni

1. Funzioni di Lyapunov = funzioni energia “generalizzate” !!!

2. Non esiste un algoritmo generale per costruire funzioni di Lyapunov. Queste si
ricavano tipicamente per tentativi, partendo da considerazioni di tipo “energetico”
(nel caso di sistemi fisici).

3. Calcolo di V̇ (x):

V̇ (x) =
[
∂V (x)
∂x1

· · · ∂V (x)
∂xn

] 
ẋ1
...

ẋn

 =
[
∂V (x)
∂x1

· · · ∂V (x)
∂xn

] 
f1(x)

...
fn(x)

 = ∇V (x)f (x)
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Teorema di stabilità di Lyapunov (t.c.)

Teorema: Dato un sistema ẋ(t) = f (x(t)) con punto di equilibrio x̄ :
1 Se esiste una funzione di Lyapunov V (x) del sistema rispetto all’equilibrio x̄

allora x̄ è semplicemente stabile.
2 Se inoltre si ha che V̇ (x) è definita negativa allora x̄ è asintoticamente stabile.
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Teorema di Lyapunov (t.c.): esempi

1. Oscillatore armonico (m = k = 1):[
ẋ1(t)
ẋ2(t)

]
=
[

0 1
−1 0

] [
x1(t)
x2(t)

]
, x̄ = 0

V (x1, x2) = 1
2x2

1 + 1
2x2

2 V̇ (x1, x2) = 0, semidef. neg.

x̄ = 0 semplicemente stabile
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Teorema di Lyapunov (t.c.): esempi

2. Oscillatore armonico smorzato (m = k = ν = 1):[
ẋ1(t)
ẋ2(t)

]
=
[

0 1
−1 −1

] [
x1(t)
x2(t)

]
, x̄ = 0

V (x1, x2) = 1
2x2

1 + 1
2x2

2 V (x1, x2) = x2
1 + 1

2

(
(x2 + x1)2 + x2

2

)
V̇ (x1, x2) = −x2

2 , semidef. neg.

x̄ = 0 semplicemente stabile

V̇ (x1, x2) = −(x2
1 + x2

2 ), def. neg.

x̄ = 0 asintoticamente stabile !!
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Teorema di Lyapunov (t.c.): esempi

3. Pendolo semplice (m = ` = 1):ẋ1(t) = x2(t)
ẋ2(t) = −g sin x1(t)

x̄ = 0

V (x1, x2) = g(1− cos x1) + 1
2x2

2 V̇ (x1, x2) = 0, semidef. neg.

x̄ = 0 semplicemente stabile !
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Teorema di Lyapunov (t.c.): esempi

4. Pendolo semplice con attrito (m = ` = ν = 1):ẋ1(t) = x2(t)
ẋ2(t) = −g sin x1(t)− x2(t)

x̄ = 0

V (x1, x2) = g(1− cos x1) + 1
2x2

2 V (x1, x2) = 2g(1−cos x1)+ 1
2 ((x1 + x2)2 + x2

2 )

V̇ (x1, x2) = −x2
2 , semidef. neg.

x̄ = 0 semplicemente stabile

V̇ (x1, x2) = −x2
2 − gx1 sin x1, def. neg.

x̄ = 0 asintoticamente stabile !!
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Teorema di stabilità di Lyapunov (t.d.)

Teorema: Dato un sistema x(t + 1) = f (x(t)) con punto di equilibrio x̄ :
1 Se esiste una funzione di Lyapunov V (x) del sistema rispetto all’equilibrio x̄

allora x̄ è semplicemente stabile.
2 Se inoltre si ha che ∆V (x(t)) è definita negativa allora x̄ è asintoticamente

stabile.
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Teorema di Lyapunov (t.d.): esempi

1. Dato il sistemax1(t + 1) = −x2(t) + 2x3
2 (t)

x2(t + 1) = x1(t)− 2x3
1 (t)

Studiare la stabilità di x̄ = 0 utilizzando V (x1, x2) = x2
1 + x2

2 .

∆V (x1, x2) = −4x4
1 (1− x2

1 )− 4x4
2 (1− x2

2 ), negativa definita attorno a x̄

=⇒ x̄ = 0 asintoticamente stabile
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