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Nella scorsa lezione

> Traiettorie di stato di un sistema

> Punti di equilibrio di un sistema (con e senza ingressi)

> Stabilita semplice e asintotica di un equilibrio

> Linearizzazione di sistemi non lineari



In questa lezione

> Teorema di linearizzazione

> Funzioni energia e stabilita di sistemi non lineari

> Funzioni di Lyapunov

> Teorema di stabilita di Lyapunov



Teorema di linearizzazione (t.c.)

x(t) = f(x(t)): sistema non lineare con punto di equilibrio x
Teorema: Sia z(t) = Fz(t) il sistema linearizzato di x(t) = f(x(t)) attorno a X e
siano A1, ..., Ak gli autovalori di F. Allora:

1. Se il sistema linearizzato e asintoticamente stabile (R[\;] < 0, Vi), allora x € un
punto di equilibrio (localmente) asintoticamente stabile per il sistema non lineare.

2. Se il sistema linearizzato ha un autovalore con parte reale positiva (3i: £[\;] > 0),
allora x & un punto di equilibrio (localmente) instabile per il sistema non lineare.

Caso critico: R[A\;] <0, Vi, e 3i: R[\;] =0
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Teorema di linearizzazione (t.c.): esempi

X1
I

X = 7 stabile

1. x = sinx ?r — X = 0 instabile

xI
Il

] — X instabile

2 X1=XL — X —X1(X12 +X22) |f?{| o [0
e =x 40 — x2(x12 +x22)

.x=ax’, a€eR x=0 —  caso critico
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Teorema di linearizzazione (t.d.)

x(t + 1) = f(x(t)): sistema non lineare con punto di equilibrio x
Teorema: Sia z(t + 1) = Fz(t) il sistema linearizzato di x(t + 1) = f(x(t)) attorno
a X esiano Aq, ..., At gli autovalori di F. Allora:

1. Se il sistema linearizzato & asintoticamente stabile (|\;| < 1, Vi), allora x & un
punto di equilibrio (localmente) asintoticamente stabile per il sistema non lineare.

2. Se il sistema linearizzato ha un autovalore con modulo maggiore di uno (3i: |A;| >
1), allora x & un punto di equilibrio (localmente) instabile per il sistema non lineare.

Caso critico: |A\;| <1, Vi,edi: [N =1
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Teorema di linearizzazione (t.d.): esempi

1. Dato il sistema

{Xl(t +1) = ax(t) + (1 — a)x3(t)
x(t+1) = —axi(t) + (a — 1)x}(¢)

Studiare la stabilita di x = 0 al variare di a € R utilizzando la linearizzazione.

x = 0 asintoticamente stabile per |a| < 1
x = 0 instabile per |a] > 1
a = *1: caso critico !
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Funzioni energia e stabilita: |'oscillatore armonico
x1(t) = x(t), xo(t) = x(t)
).(1(1') - 0 ]. Xl(t)
o]~ s of 6
Epor(t) = Shxi(t),  Ecn(t) = 3mx3(t)

Eror(t) = Em(t) = Epot(t) + Ecin(t)
= Lio@(t) + Tmx(t)

En(t) = E(x1(t), x2(t)) = costante, Vt
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Funzioni energia e stabilita: |'oscillatore armonico smorzato

Eoor(t) = 3k (t),  Eain(t) = 3mx3(t)

Etot(t) - E ( ) + Eattr( ) pot( ) + Ecin(t) + Eattr(t)
= 3k (t) + 3mx3(t) + Earer(t)

Em(t2) S Em(tl), Vt].’ t27 tl S t2
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Funzioni energia e stabilita: il pendolo semplice

x1(t) = 6(t), x2(t) = 6(t)
{Xl(t) = x(t)

Xo(t) = —& sinx((t)

Eoot(t) = mgl(1 — cosxq(t)), Ean(t) = 2me2(t)

Eror(t) = Em(t) = Epot(t) + Ecin(t)
= mgl(1 — cos x(t)) + 3ml?x3(t)

En(t) = E(x1(t), x2(t)) = costante, Vt
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Funzioni energia e stabilita: il pendolo semplice con attrito

x1(t) = 6(t), x2(t) = 6(t)
{Xl(t) = x(t)

X(t) = —&sinxi(t) — Zx(t)

Epot(t) = mgl(1l — cos xi(t)), Eun(t) = Smex3(t)

2
Etot(t) = Em(t) + Eattr(t) - Epot(t) + Ecin(t) + Eattr(t)
= mgl(1 — cos x1(t)) + 2ml?x3(t) + Eaeur(2)

Em(t2) S Em(tl), Vt].’ t27 tl S t2
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Funzioni (semi)definite positive, negative, indefinite

Definizione: Una funzione V: R"” — R si dice (semi)definita positiva in un intorno
di X se esiste un intorno Z di X tale che:

V(x)>(>)0, Vx eI, x#Xx, e V(x)=0.

Definizione: Una funzione V: R” — R si dice (semi)definita negativa in un intorno
di X se esiste un intorno Z di X tale che:

V(x)<(£)0, VxeZ, x#x, eV(x)=0.

Definizione: Una funzione V: R” — R si dice indefinita in un intorno x se non & né
semidefinita positiva né semidefinita negativa in un intorno Xx.
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Funzioni (semi)definite positive, negative, indefinite: esempi

1. V(x,x)=xt+x3 = V definita positiva in un intorno di X =0

2. V(x1, %) =x7 = V semidefinita positiva in un intorno di x =0
3. V(x,x) = —)112:2222 = V definita negativa in un intorno di X =0

4. V(x1,x) = x1x = V indefinita in un intorno di x =0
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Funzioni di Lyapunov (t.c.)
x(t) = f(x(t)), X punto di equilibrio

Definizione: Una funzione V: R" — R si dice funzione di Lyapunov del sistema
x(t) = f(x(t)) rispetto al punto di equilibrio X se:

1. V(x) e definita positiva in un intorno Z di X,
2. V(x) & semidefinita negativa in un intorno Z di X.
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Funzioni di Lyapunov (t.c.): esempi
1. Oscillatore armonico smorzato (x = 0):

RO A

%(t) V(xl,x2) = —vx3 <0, Vx1, x

2. Pendolo semplice con attrito (x = 0):

V(x1, %) = mgl(1 — cosx1) + 3ml?x3 > 0,

X1 (t) = x(t) Vxi, % € [—e,¢] \ {0}
{XZ(t) - _?smxl(t) - WX2(t) V(Xl,Xz) _ —V€X22 <0, Vx, %
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Funzioni di Lyapunov (t.d.)
x(t+1) =f(x(t)), X punto di equilibrio

Definizione: Una funzione V: R" — R si dice funzione di Lyapunov del sistema
x(t+ 1) = f(x(t)) rispetto al punto di equilibrio x se:

1. V(x) e definita positiva in un intorno Z di X,
2. AV(x) = V(x(t+1)) — V(x(t)) e semidefinita negativa in un intorno Z di X.
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Funzioni di Lyapunov: osservazioni

1. Funzioni di Lyapunov = funzioni energia “generalizzate” !!!

2. Non esiste un algoritmo generale per costruire funzioni di Lyapunov. Esse de-
vono essere ricavate per tentativi, tipicamente partendo da considerazioni di tipo
“energetico” (nel caso di sistemi fisici).

3. Calcolo di V(x):

V(x) =[5

Giacomo Baggio
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Teorema di stabilita di Lyapunov (t.c.)

Teorema: Dato un sistema x(t) = f(x(t)) con punto di equilibrio X:

1. Se esiste una funzione di Lyapunov V/(x) del sistema rispetto all’equilibrio X allora
X e semplicemente stabile.

2. Se inoltre si ha che V/(x) & definita negativa allora X & asintoticamente stabile.
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Teorema di Lyapunov (t.c.): esempi

1. Oscillatore armonico (m = k — 1):
][5 ) =

V(x1, x) = %xf + %xf V(x1,x2) = 0, semidef. neg.

Xx = 0 semplicemente stabile
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Teorema di Lyapunov (t.c.): esempi

2. Oscillatore armonico smorzato (m = k = v = 1):

-1 2

V(xi, %) = 3x¢ + 353 V(xi, %) =x¢ + 3 ((x2 +x1)° + x22>
V(x1, %) = —x3, semidef. neg. V(x1, %) = —(x2 + x3), def. neg.
x = 0 semplicemente stabile x = 0 asintoticamente stabile !!
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Teorema di Lyapunov (t.c.): esempi

3. Pendolo semplice (m = ¢ = 1):

X1 (t) = x(t) -0
Xo(t) = —gsinx(t)
V(x1,x) = g(1 — cosx1) + %x22 V(xl,X2) = 0, semidef. neg.

X = 0 semplicemente stabile !
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Teorema di Lyapunov (t.c.): esempi

4. Pendolo semplice con attrito (m=/{ =v = 1):

{Xl(t) = %(t) -

X(t) = —gsinxi(t) — x(t)

V(xi, x) = g(1 — cosx1) + 22 V(x1, %) = 2g(1—cos x1)+3 ((x1 + x)? + xZ)
V(x1, x2) = —x2, semidef. neg. V(x1,x2) = —x2 — gxq sin xq, def. neg.
x = 0 semplicemente stabile x = 0 asintoticamente stabile !!
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Teorema di stabilita di Lyapunov (t.d.)

Teorema: Dato un sistema x(t + 1) = f(x(t)) con punto di equilibrio X:

1. Se esiste una funzione di Lyapunov V/(x) del sistema rispetto all’equilibrio X allora
X e semplicemente stabile.

2. Seinoltre si ha che AV/(x(t)) & definita negativa allora X € asintoticamente stabile.
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Teorema di Lyapunov (t.d.): esempi

1. Dato il sistema

x1(t+1) = —xo(t) + 2x3(t)
xo(t + 1) = xg(t) — 2x3(t)

Studiare la stabilita di x = 0 utilizzando V/(x1,x) = x¥ + x3.

AV (x,x2) = —4x7(1 — x2) — 4x5(1 — x3), negativa definita attorno a X
= x = 0 asintoticamente stabile
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