Esame Scritto di Teoria dei Sistemi (Modulo A) del 10/09/2020: Soluzioni

Esercizio 1 [9 pti].
1. Fissato 8 =0, il vettore T = [il fg]T & un equilibrio del sistema se e solo se soddisfa

_ 2_
r1T =0 T
(1)

Ty = —T7 — Oy
Se a # £1, dalla prima equazione di (1) abbiamo Z; = 0, che sostituita nella seconda porge o = 0. Quindi
]T

se a # +1 'unico equilibrio & l'origine Z = [0 0| . Distinguiamo oraicasia=1e a= —1:

e Caso a = 1. In questo caso la prima equazione di (1) non porge nessun vincolo su z;, mentre dalla

seconda equazione abbiamo o = —a’:% /2. Quindi abbiamo infiniti equilibri della forma z = [’y —~?/ 2] T,
v €R.
e Caso a = —1. Anche in questo caso la prima equazione di (1) non porge nessun vincolo su Z;, mentre

dalla seconda equazione abbiamo 77 = 0. Da quest’ultima equazione segue che il sistema ammette

infiniti equilibri della forma z = [O ’y] T, v eR.

T

2. Fissato 8 = 0, la matrice Jacobiana del sistema valutata in un generico equilibrio z = [5:1 332] e
2
«@ 0
J(z) = .
(.%') |:—2{L'1 —Ck:|

Gli autovalori di J(Z) sono proprio i suoi elementi sulla diagonale: a?, —a. Quindi dal Teorema di lineariz-
zazione segue che gli equilibri del sistema non lineare di partenza sono asintoticamente stabili se |a| < 1 e
instabili se |a| > 1. Per @ = £1, J(Z) ha autovalori di modulo unitario: questo ¢ il caso critico del Teorema
di linearizzazione per cui, in questo caso, non e possibile concludere nulla sulla stabilita degli equilibri.

3. Osserviamo innanzitutto che la candidata funzione di Lyapunov & positiva definita in un intorno dell’origine.
Calcoliamo ora la differenza AV (z1,2z2) pera=0e g =1:

AV (xy,29) = V(z(t + 1), 20(t + 1)) — V(z1(t), 22(t))

2., 4_ 2 2 2 2
=ux5+a] — 2] — x5 = —z7(1 — 7).

Dall’'ultima equazione notiamo che AV(x1,x2) ¢ semidefinita negativa in un intorno dell’origine. Dal Teo-
rema di Lyapunov possiamo quindi concludere che I'origine ¢ (almeno) un equilibrio semplicemente stabile
del sistema. Per capire se abbiamo stabilita asintotica o solo semplice, usiamo il Teorema di Krasowskii.
L’insieme dei punti che annullano AV (1, z2) in un intorno dell’origine eé:

N = {[2] L AV (21, 22) :0} = {[2] taq = 0,29 zy,yeR}.

Quindi se z(t) € N allora z1(t) = 0. Sostituendo questa condizione nelle equazioni della dinamica, otteniamo

z1(t + 1) = z2(t),
o (t + 1) =0.
Da queste due equazioni segue che x1(t + 2) = xo(t +2) = 0, per ogni ¢t > 0. Quindi, partendo da una

qualsiasi condizione iniziale in A/, tutte le traiettorie convergono all’origine. Per il Teorema di Krasowskii
possiamo quindi concludere che 'origine € un punto di equilibrio asintoticamente stabile.



Esercizio 2 [9 pti].

1. Dalla forma della matrice F', si puo notare subito che essa ha autovalori in 1 e «. In particolare, per a = 1,
F presenta un solo autovalore A1 = 1 con molteplicita algebrica 11 = 3, mentre per a # 1, F' presenta due
autovalori \; = 1, Ay = a con molteplicita algebriche vy = 2, 15 = 1, rispettivamente. Distinguiamo quindi i
due casi:

e Caso a= 1. In questo caso la molteplicita geometrica di \; =1 &:

0 0 -1
g1 =3 —rank(\/ —F)=3—rank [—-1 0 0 | =1.
0 0 O

Quindi la forma di Jordan di F' presenta un solo miniblocco relativo a Ay = 1 e ha la forma:

110
F;=10 1 1
00 1

I modi elementari del sistema sono ef, tef, %et (tutti divergenti).
e Caso a # 1. In questo caso la molteplicita geometrica di \; =1 &:

l—a 0 -1
1 0
91:3—rank()\1[—F):3_rank —« 0 O :{ Sea;é ,

0 0 0 2 sea=0,

mentre la molteplicita geometrica di Ao = a € go = 1. La forma di Jordan di F' dipende da g; e,
pertanto, dal valore di a. Distinguiamo quindi i due sottocasi:

— Caso a # 0. La forma di Jordan di F' & (a meno di permutazioni dei miniblocchi sulla diagonale):

a 0 0
Fr=10 1 1],
0 0 1

e i modi elementari del sistema sono e®* (convergente se a < 0, divergente se a > 0), €' e te
(entrambi divergenti).
— Caso a = 0. La forma di Jordan di F' ¢ (a meno di permutazioni degli elementi sulla diagonale):

0 00
F;=10 1 0f,
0 0 1
e i modi elementari del sistema sono 1 (limitato) e e’ (divergente).

2. La matrice di raggiungibilita del sistema &

01 a+1
R=1[11 a+1],
11 1

che ha rango pieno per ogni o # 0. Concludiamo quindi che il sistema e raggiungibile se e solo se a # 0. In
corrispondenza di a = 0, osserviamo che la matrice PBH di raggiungibilita valutata nell’autovalore A\; =1

10 —-10
(MI-F G]=10 0 0 1
00 0 1

ha rango pari a due. Poiché \; ha parte reale positiva, ne segue che il sistema non e stabilizzabile per a = 0.
Concludiamo che il sistema e stabilizzabile se e solo se a # 0.



3. Sia H = [hl ho hg]. Per a = —1, la matrice PBH di osservabilita del sistema valutata nei due autovalori
A =1e Ay = —1 ha la forma:

2 0 -1 0 0 -1
MI-F] |1 0 0 MI-F] |1 =2 0
[ H ]_ 0 0 o [ H }_ 0 0 -2
hi ha  hs hi hy h3

Affinché il sistema sia rivelabile ma non osservabile, dobbiamo avere

rank

[/\1[ —F
p— 37

Aol —
rank [ 2of = F
H

Una matrice H che soddisfa questi requisiti ¢, ad esempio, H = [1 —2 0]
Esercizio 3 [9 pti].

1. Affinché un controllore dead-beat esista, il sistema deve essere controllabile. Gli autovalori di F' sono A; = 0

e Ao = —3. Per verificare se il sistema & controllabile calcoliamo il rango della matrice PBH di raggiungibilita
valutata negli autovalori di F' diversi da zero, cioe in Ay = —3:
-3 0 0 0
Mf—F Gj=|0 -1 =2 0
0 -1 -2 1

La matrice PBH contiene tre colonne linearmente indipendenti, quindi il suo rango pieno e pieno. Conclu-
diamo che il sistema & controllabile e pertanto ammette un controllore dead-beat. Procediamo ora con il
calcolo del matrice di retroazione K = [k‘l ko k:g] del controllore dead-beat. Come prima cosa osserviamo
che F' e GG possono essere partizionate come

P-lotm] o la )

dove Fyy = [712 _21] e G2 = [{]. Quindi la scelta di k1 non influenza gli autovalori di F + GK e quindi
possiamo restringerci al problema di trovare una matrice Ky = [k‘g kg] tale per cui Fhs + G2 Ko abbia tutti
gli autovalori in zero. Per trovare una tale Ko possiamo ricorrere al metodo di calcolo diretto imponendo

Ay Gois (V) = det(M — Fag — GoK3) = M2,
Svolgendo i calcoli, si arriva al seguente sistema di equazioni
{k3 ~3=0
ky+ke=0
che ha come soluzione k3 = 3, ko = —3. Quindi la matrice K = [oz -3 3}, con o € R, & la matrice di

retroazione di un controllore dead-beat.

2. Per ammettere un regolatore dead-beat, il sistema deve ammettere un controllore dead-beat dallo stato e
uno stimatore dead-beat dello stato. In altri termini, il sistema deve essere sia controllabile che ricostruibile.
Il sistema e controllabile, come verificato nel punto precedente, rimane quindi da verificare la ricostruibilita



del sistema. Dal punto precedente, sappiamo che 1'unico autovalore non nullo di F' € Ay = —3. Valutiamo la
matrice PBH di osservabilita calcolata in questo autovalore:

-3 0 0
MNI-F] [0 -1 =2
[ H ]_ 0 -1 -2

0 1 2

Notiamo che la matrice PBH presenta solo due righe linearmente indipendenti. Quindi essa non ha rango
pieno e, di conseguenza, il sistema non e ricostruibile e non ammette uno stimatore dead-beat. Concludiamo
pertanto che un regolatore dead-beat del sistema non esiste.

. La funzione di trasferimento del sistema si calcola come W (z) = H(zI — F)~'G. Possiamo semplificare il
calcolo notando che le matrici F', G, H possono essere partizionate nella forma

3] o-[] a-torm

|, Ho = [12]. Da questo osservazione segue che

dove Fyy = []2 _21], Gy =

—=Oo

W(z)=H(zI - F)"'@

:[OHz][ZOIZ[_OFm]l[GOQ}’

=[0H2][201[(zf—g?’gg)lHng]’

= Hy(2 — Fyy)71Gy
~n a2 2]

“sen 0 AT L[]

2(z+3) 2

2(z+3) =z



